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LES PROBLÈMES DE COLORATION 
EN THÉORIE DES GRAPHES 


Claude BERGE 
Maître de Recherches au CNRS. 


INTRODUCTION 


Le problème de la coloration des graphes s'est révélé récemment 
être à la base de nombreux problèmes combinatoires connus ; on peut 
également y ramener certains problèmes classiques de la statistique 
mathématique : celui de la transformation d'un rectangle latin en carré 
latin (cf.[1], p.94), celui de la répartition des triades en ‘'promenades" 
(cf. [ 1], p.36), etc. Le présent article a pour but d'étudier certains 
développements modernes, des théorèmes trop récents pour avoir pu 
être inclus dans [1], et surtout d'améliorer leurs démonstrations. 
L'outil principal est la notion de graphecritique'' (1) ; ce qui sera dit 
ici des graphes ‘'gallaïens'"' et ‘'pseudo-gallaïens"" n'a peut être pas un 
caractère définitif, et les conjectures que nous indiquons ici semblent 
devoir susciter des recherches ultérieures. 


I - GRAPHES CRITIQUES. 


Soit G un graphe (non orienté) fini et sans boucles. On désignera 
l'ensemble de ses sommets par X, l'ensemble de ses arêtes par U, 
l'ensemble des sommets adjacents à x, par lx,, le degré du sommet x, 
par d(x,) = [lx,|. Si un graphe est désigné par G' ou G", on désignera 
le degré de x, dans ces graphes par d'(x,) ou d'(x,). Un ensembie SCX 
est dit stable si deux quelconques de ses points sont non-adjacents ; 
un ensemble CCX estun clique si deux quelconques des sommets de C 
sont adjacents ; un ensemble AC X est un ensemble d'articulation si G 
est connexe, et si le sous-graphe engendré par X-A ne l'est pas ; le 


(1) en anglais : 'node-critical graph". Cette notion est plus générale que celle de 
“critical graph'' utilisée dans les articles de Dirac par exemple : en effet, 
comme nous adoptons la terminologie de [1], un ‘'sous-graphe" consiste ici 
en un sous-ensemble de sommets avec toutes les arêtes qui relient deux som- 
mets du sous-ensemble. 
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sous-graphe engendré par X-A admet alors au moins deux composantes 
connexes disjointes B, et B,, et les sous-graphes connexes engendrés 
par B,U A ou B,U A sont appelés des pièces (relativement à l'ensemble 
d'articulation A). 


Si p est un entier > 0, on dit que le graphe G est p-chromatique 
s'il est possible de colorier les sommets avec p couleurs distinctes de 
sorte que deux sommets adjacents ne soient pas de même couleur. On 
assimile souvent les couleurs à des entiers 1,2,...p, et une coloration 
est une fonction g, appliquant X dans {1,2,...p}, et telle que : 


(X,Y)EU = g(y) À g(x) 


Le nombre chromatique du graphe G est la plus petite valeur de p 
pour lequel le graphe est p-chromatique ; on le désigne toujours par 
Y(G). Un graphe G est dit k- critique (ou k-minimal), si Y (G) = k, et 
si pour tout sommet x,, le sous-graphe G, engendré par X -{x,} aun 
nombre chromatique Y (G,) < k. 


Remarquons que dans ce cas, onanécessairement Y(G,) = k-1 ; en 
effet, si Y(G,) <k-1, on pourrait colorier G, avec k-2 couleurs et le 
sommet x, avecune (k-1)-ème couleur, ce qui impliquerait Y(G) < k-1. 


Nous nous proposons maintenant d'étudier les principales pro- 
priétés des graphes k-critiques. 


Propriété 1 - Dans tout $éraphe G avec Y(G)= k, il existe un sous-éraphe 
RkR-critique. 


Eneffet, si G n'est pas k-critique, il existe un sommet x, dont la 
suppression ne diminue pas le nombre chromatique de G ; si le sous- 
graphe G, engendré par X -{ x,} n'est pask-critique, il existe un som- 
met x, dont la suppression ne diminue pas le nombre chromatique de 
G, etc. Tôt ou tard, on obtiendra donc un graphe G, qui est k-chro- 
matique. 


Propriété 2 - Dans un graphe k-critique, le desré de chaque sommet x 
vérifie : 


d(x)>k-1 


En effet, si d(x,) < k-1, on pourrait colorier avec (k-1) couleurs 
le sous-graphe G engendré par X - { x,} ; comme dans lx, ne peut fi- 
gurer k-1 couleurs distinctes, on pourra ainsi colorier x, avec une 
des (k-1) couleurs, ce qui contredit Y(G) = k. 


À 


(Ê 


kB 
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Propriété 3 - Un g$raphe k-critique est connexe. (évident). 


Propriété 4 - Mn graphe k-critique n'admet pasune clique pour ensemble 
d' articulation. 


Soit C une clique qui serait aussi un ensemble d'articulation. 
Comme G est k-critique, le nombre d'éléments de cette clique est : 


[IC = y(C)<k-1 
Soient B,, B,, B,,... les composantes du sous-graphe engendré 
par X-C, et soient B; = B,uC, B; = B,uC,... les pièces correspon- 
dantes. Comme G est k-critique, on peut colorier chaque pièce avec 


k-1 couleurs, donc on peut colorier G avec k-1 couleurs, ce qui contre- 
dit (G}= Kk: 


Propriété 5 - Un éraphe k-critique n'admet pas un point d'articulation 
(c'est-à-dire : un sommet dont la suppression disconnecte le éraphe). 


Ceci est un cas particulier de la propriété précédente. 


Propriété 6 - Si Gest k-critique et si 4={a,b}est un ensemble d'ar- 
ticulationde deux éléments, il y a exactement deux pièces B! et B, rela- 
tives à cet ensemble d'articulation, et l'on a : 


Y(B!) = Y(B!) = k-1 


En effet, une pièce B' relative à À peut être coloriée avec k-1 
couleurs, et l'on a trois possibilités : 


(1)- on ne peut pas colorier B' en k-1 couleurs de sorte que a 
et b soient de même couleur ; 


(2)- onne peut pas colorier B' en k-1 couleurs de sorte que a et 
b soient de différentes couleurs ; 


(3)- il existe un coloriage de B' en k-1 couleurs avec a et b de 
même couleur, et un autre avec a et b de différentes couleurs. 


Une pièce B' appartient nécessairement à l'un des types (1) ou 
(2) (car sans cela on pourrait supprimer la composante B correspon- 
dante sans changer le nombre chromatique de G) ; si B' appartient au 
type (1), on a Y(B')=k-1, car si Y(B') - k-2, on peut colorier a et b 
avecun (k-1)-ème couleur, ce qui contredit que B' appartient au type (1). 
Pour la même raison, si B' appartient au type (2), on a Y(B')=k-1. 


Comme Y(G)=k, il y a nécessairement une pièce du type (1) et 
une pièce du type (2); comme G est critique, il y a seulement une pièce 
de chaque type. 
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Propriété 7 -1SiNGrest k-critique,(avec k>4)et si 4={a,b,c}estun en- 
semble d'articulation de trois éléments : : 


1/ - s'ilyaune arête dans À : cet ensemble d'articulation admet 
au plus 3 pièces, et celles-ci sont de nombre chromatique k-1 ; 


2/ - s'ilya deux arêtes dans À : cet ensemble d'articulation ad- 
met au plus deux pièces, et celles-ci sont de nombre chromatique k-1 ; 


3/ - s'il y a trois arêtes dans À : absurde, en vertu de la pro- 
priété 4 ; 


4/ - s'il n'y a pas d'arêtes dans À : cet ensemble d'articulation 
admet au plus 5 pièces, dont les nombres chromatiques sont k-2 ou k-1. 


Démontrons par exemple le premier cas, et supposons que a et b 
sont les deux sommets reliés de À : si l'on colorie une pièce B' avec 
k-1 > 3 couleurs, les sommets a,b,c, peuvent être coloriés : 121, 122 
ou 123. Une pièce B' ne peut admettre à la fois ces trois types de colo- 
ration (car G critique), donc Ÿ (B')=k-1(car si Y(B') < k-2, on pourrait 
à l'aide d'un (k-1)-ème couleur obtenir n'importe laquelle des trois 
types de coloration). 


(2 pièces) 
(3 pièces max.) (2 pièces) (5 pièces max.) 
(3 pièces max.) (2 pièces) (5 pièces max.) 


Figure 1! Quelques ensembles d'articulations avec le nombre maxi- 
mum de pièces qu'ils comportent. 
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Si une pièce B'! admet deuxtypes de coloration, il existe une pièce 
B, qui n'admet que le troisième type de coloration (et il n'y a que ces 
deux pièces puisque G est critique). 


Siaucune pièce n'admet deux types de coloration, il peut exister 
ÉroisrpiècesuB};0B}, B;, admettant respectivement les trois types de 
coloration. 


Propriété 8 - Soit G un $raphe k-critique,et i(G) son indice de cohé- 
sion, c'est-à-dire le nombre minimum d'arêtes qu'il faut supprimer pour 
disconnecter le $raphe ; on a : 


i(G) >k-1 
Soient X, et Y, deux ensembles disjoints des sommets, avec : 


> A Nr a 
XANVN RON EAUX 
Soient a,,a,,... a, les sommets de X, reliés à Y, et posons : 
TAN bb.) e1À, 
Nous allons supposer que le nombre d'arêtes reliant X, et Yrest 
<k-1 (preuve par l'absurde), c'est-à-dire que : 
> | A; |< k-2 
1=1 


Comme G est k-critique, il existe pour X, une coloration gen 
(k-1) couleurs, et, quitte à renuméroter les couleurs, on peut supposer 
que : 


C (a) chmelteils2;s 1) 


Il existe pour Y, une coloration h en (k-1) couleurs, et on peut 
s'arranger pour que sur À,, cette coloration h vérifie : 


1/ - h(b!) = 2; quitte à permuter les couleurs 2eth (b:) ; 

2/ - h(b?) < 3 et { 1 ; quitte dans le cas contraire à permuter les 
couleurs 3 et h (bi) ; 

3/ - h(b}) < 4 et f 1 ; quitte dans le cas contraire à permuter les 
couleurs 4 et h (bi) ; etc. 
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De cette façon, les couleurs de À, seront comprises entre 2 et @,, 
où : S 
a l'ac <lAT It 


On peut s'arranger de la même façon pour que les couleurs de À, 
soient comprises entre &, + 1 et a,, où : 
d,>2; -@<lA:|+#1+|A| 


Et ainsi de suite, jusqu'à ce que les couleurs de À, soient com- 
prises entre &,., + let@,, où : 


re) LL euR-2) 1 ÆRCT 


Î=1 


La coloration égale à g (x) si xEX, et à h(y) si yEY, sera alors 
une coloration du graphe G, car : 


g(a)<i; a FE (=t)FL=1 
G étant colorié en (k-1) couleurs, ceci contredit Y(G) = k. 


Propriété 9 - Si S est un ensemble stable maximal d'un éraphe G k-cri- 
tique, et si G' est le sous-$raphe en$endré par X-S$S, alors on à : 


d'(x) <d(x) (xEX-S) (1) 
Y(G') = k-1 (2) 


Ona (1), car tout sommet xÆS est relié à S (sans cela S ne serait 
pas maximal). 


Ona(2), car Y(G') < Y(G)-1 = k-1, et si Y(G') < k-1, on pourrait 
manifestement colorier G avec seulement k-1 couleurs. 
II - COLORATION D'UN GRAPHE SANS CLIQUES DE Y(G) ELEMENTS 


Proposons-nous d'abord d'étudier le nombre chromatique d'un 
graphe d'après les degrés de ses sommets. 


Théorème de KEMPE - Si G est un $éraphe connexe, x, un de ses som- 
mets, et si 


d(x)<qa (xx) , 
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alors il existe une coloration $ telle que : 


g(x)< q (x # x) 


Considérons tout d'abord une coloration quelconque g, et, quitte 
à diminuer successivement pour tout sommet x la valeur de g(x), on 
peut supposer que g(x) est le plus petit nombre ne figurant pas dans 
{g(y)/yETx}. On a alors : 


g)<qa+t1 (x#x,) 


Si x, est un sommet adjacent à x,, montrons qu'il est possible de 
trouver une coloration g' telle que : 


g'(x) = g(x) Cox Lx.) 
g'(x) <q 


Sig (x,) < q, ceci est démontré ; si g(x,) = q + 1, g(y) prend toutes 
les valeurs 1,2,...q quand y parcourt les q sommets adjacents à x.- 
donc : 


g(x.) = a< q 
Posons : 


g'(x,) =a 
g'x)=g(x) (x4x,, x) 


g'(x,) = le plus petit entier qui ne figure pas dans 
l'ensemble {g'(y)/y ET x,}. 


Cette fonction g' est bien une coloration et répond aux conditions 
proposées. 


Tout sommet y 4 x, et de couleur q+ 1 est relié à x, par une chaine 
H=[x,, x,, x,,...x, = y](car G est connexe) ; comme il a été indiqué, 
on peut faire passer la couleur q+1 de x, à x,_,, puis de x,, à x,,, etc. 
jusqu'en x,. Ainsi, enne modifiant que la coloration des sommets de la 


chaine LH, on a pu ‘'drainer'' la couleur q+1 jusqu'en x.. 
P o 


En répétant cette opération de drainage pour d'autres sommets y 
de couleur q +1, on obtiendra bien la coloration cherchée. 
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Théorème de R.L. BROOKS -Yn sraphe G dont le degré maximum est 
Ve d(x]=q peut être colorié en qg couleurs, excepté dans Les cas suivants: 


(1)- si q = 2 : une des composantes du graphe est un cycle élé- 
mentaire de longueur impaire ; 


(2)- si q = 2 : une des composantes du graphe est un clique de 


1 lus 1 éléments. 


Si q = 1 ou q = 2, le théorème est évident ; supposons q ? 2. 


Supposons le théorème vrai pour tout graphe de moins de n som- 
mets, et montrons qu'ilest vrai pour un graphe donné G de n sommets 
(sans cliques de q + 1 éléments). 


En effet, dans le cas contraire, on a Y (G) > q + 1 ; comme Y(G) 
< q + 1 d'après le théorème de Kempe, on a Y(G) = q +1, et le graphe 
G est même (q+1)-critique. D'après la propriété 2, on a alors : 


d(x)=q (xeX) 
G est aussi connexe et sans points d'articulation (Propriété 3 et 5). 


1/ - Le graphe Gn'étant pas une clique de q+ 1 éléments, il existe 
deux sommets x, et x, non adjacents, et au sommet x, on fait corres- 
pondre une coloration g comme au théorème de Kempe, avec : 


g (x) = q+1 
gæx)<a (x # x.) 


CGmme dif) =1q, gx) <quet _ g (y) < q, il y a dans Pa, 
y x 


deux sommets a et b de même couleur. 


2/ - A = {a,b}est un ensemble d'articulation entre x vet:x ren 
effet, dans le cas contraire, il existe une chaine H[x,, x,] allant de x, 
à x, sans passer par À ; on pourrait alors drainer la couleur q+1 de 
x, à x, lelong de cette chaine, (cf. Théorème de Kempe), et comme x. 
esttoujours adjacent à deux sommets a et b de même couleur, on pourra 
complètement éliminer la couleur q+1. Ce qui est absurde, puisque 
Y(G) = a+1. 


Joignons a et b, et considéronsles deux pièces B! et B! relatives 
à l'ensemble d'articulation A, avec x,EB, x, EB!. Commenianib 
ne sont des points d'articulation du graphe G, les degrés de a dans les 
deux graphes B: et B' vérifient : 


d(a)>2  d,(a) 22 


ke 
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d'où : 
d,(a) <q, d.(a) <q 
De même : 


d.(b) <q, d,(b) <q 


| 3/ - B! ou B! estune clique de q+1 éléments (car sinon, on pour- 
rait les colorier en q couleurs par hypothèse, d'où Y(G) = q). Soit B! 
la clique, par exemple; on a : l 


d(a)=q d{b)=a d(a)=2 d(b)=2 


4/ - Soient G, et G, les graphes obtenus à partir de B! et B' en ré- 
trécissant l'arête [a,b] - c'est-à-dire en identifiant les sommets a et b 
à un sommet unique. - 


G,est coloriable en q couleurs, puisque c'est une clique de q 
éléments. 


G, également, car d,(a)=2 <q, et en vertu du théorème de Kempe, 
un graphe de degré maximum q avec un sommet de degré < q peut être 
colorié en q couleurs. 


Donc G est coloriable en q couleurs, ce qui est absurde. 


Corollaire 1 - Si S={x/d(x) > q } est un ensemble stable (q>3),et si 
X-S ne contient pas une clique de q sommets, alors G est coloriable en 


q couleurs. 


Eneffet, soit G' le graphe déduit de G en retranchant un ensemble 
stable maximal $S contenant S. On a : 


d'(x) <d(x)-1<q-1 (xEG:') 


Comme G' ne contient pas de clique de q sommets, G' est colo- 
riable en q- 1 couleurs d'après le théorème de BROOKS, d'où : 


Y(G)< Y(G')+1<q 
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Corollaire 2 - Si Le sous-$raphe engendré par SÆ=H/d() SR PE SINRE 
chromatique (q'>3, k=1,2,...q-3), considérons deux cas”: 


(1) - Si X-S contient une clique de (q-k+1) éléments, alors le 


graphe G est coloriable en q+1 couleurs ; 


(2) - Si X-S ne contient pas de clique de (q-k+ 1)éléments, alors 
le graphe G est coloriable en q couleurs. 


Démontrons (2):soient 1,2,...k les couleurs de S ; retranchons 
un ensemble stable maximal contenant tous les sommets de couleur 1 ; 
puis un ensemble stable maximal contenant tous les sommets de couleur 
2 restant, etc., jusqu'à ce qu'on épuise les k couleurs de S. Le nouveau 
graphe G' obtenu vérifie : 


d'isdek rec) 


G' est coloriable en q-k couleurs (d'après le théorème de BROOKS) 
et l'on a bien : 


YO STCNEE a k)ER = 


(1) se démontre de la même façon - en utilisant le théorème de 
KEMPE au lieu du théorème de BROOKS. 


Lemme - Soit G un graphe (q + 1) - critique contenant une clique 
CSC, 02; Ci0e q éléments, avec : 


q 
> ide) =q1<qss 


iz1 
Alors, dans tout coloria$se de X-C en q couleurs, Les ensembles 
4/=bc, - C contiendront une couleur commune. 


Supposons : 
d(c;,)<d(c,)<... <d(c,) 


Comme G est (4+1)- critique, on a d(c,) > q ; comme d(c;)-q >1 
pour au plus q-3 des c;, on a : 


d(c;) = d(c,) = d(c.) = q 
Ainsi, |A,|= 1, et désignons par 1 la couleur du sommet unique 
de À, dans un coloriage de X-C en q couleurs. Supposons qu'il existe 


un ensemble A;, ne contenant pas cette couleur 1. 


Nous allons montrer que ceci est absurde, c'est-à-dire que l'on 
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peut colorier la clique C avec les q couleurs déjà utilisées de X-C sans 
que deux sommets adjacents de G n'aient la même couleur (ce qui con- 
tredirait Y (G) = q+1). 


Le coloriage g se fera de proche en proche de la façon suivante : 


"“oniprend g(c;°) =111; 
- siqfi,:on prend g(c;) # g(c:.) et des couleurs de 2. 
- siq-1#i,:on prend g(c,.) # g(c:,), g(c,), et des cou- 


leurs de À =. etc. 


Remarquons que : 


y q 
Ÿ (d(c;)-q1=Ù ([A;1-1) < a-3 


i=)j i=)j 


donc : (@-3j+1) (IA;l-1)<a-3 
: q- 3 
où : Ale + 1 


j Le coloriage préconisé pour c; Sera certainement possible tant 


que l'ensemble A; u{c;, Cor C ,...C;,,)a moins de qéléments, c'est- 


-1 
à-dire : : 
ose +1+(q-j+1)<q-1 
QT L 
-; nie 
JRRESLE il ç 0 
ÿ- (a+4)j*#4q<0 
Les racines du binôme sont j' = 4et j'"' = q, on pourra colorier 
C; si : 


41) <q 


Il reste à vérifierles cas j = 2 et j = 3 ; comme d(c,) = d(c.)=q, 
les ensembles À,et À, n'ont qu'un seul élément a, et a,; si ji, La, on 
_ peut prendre : 
l 


g(c,) # g(c,), g(c,)...g(c,) et de g(c;) = g(a,) = 1 


Si en i, # 3, on peut prendre : 
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g(c,) # g(c,)....g(c), g(c,)et de g(c;,) = 8(a,)=1 
De toutes façons, on aura colorié G avec q couleurs C.Q.F.D. 


Théorème de G.A. DIRAC - Si G est un é$raphe de nombre chromatique 
Y(G)=gqg+1, sans cliques de q +1 éléments, et si l'on pose 
ST (D) NUTONSEOTROE 


> Ed (x) qi 07-22 
xEsS 


Si q = 1, le théorème est creux, car on ne peut avoir à la fois 
y(G) = 2 et pas de cliques de deux sommets. 


Si q = 2, on a nécessairement : 


S'id(x)-qg]1>0-q-2 
xESs 


Si q = 3, lethéorème est évident, car S # ÿ (d'après le théorème 
de BROOKS), donc : 


> (d(x) -d4ls1-q-2 
xES 


Supposons le théorème vrai pour tous les graphes de nombre chro- 
matique inférieur à q + 1, et proposons nous de le démontrer pour un 
graphe G donné, de nombre chromatique Y(G) = q+1, avec q > 3. 
(D'après le théorème de BROOKS, on sait déjà que S # 4). Supposons 
(preuve par l'absurde) que G n'ait pas de cliques de q+1 éléments et 
vérifie cependant : 


> Id)-a)<a-2 
xEes 


Supposons que G soit (q + 1) - critique (car sans cela on peut le 
remplacer par un sous-graphe (q+1)-critique, et celui-ci aurait néces- 
sairement les mêmes propriétés). Comme dans G on a d(x) > q pour 
tout sommet xEX, on a donc : 


S (d(x)- qal<q-2 (1) 
xEX 


Nous allons examiner successivement les deux cas suivants, et 
démontrer qu'ils aboutissent tous deux à une absurdité, 


lier cas - G n'admet pas de cliques de q éléments. 


Soit x, un sommet deS (il en existe au moins un, d'après le théo- 


1e 
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rème de BROOKS) ; soit T un ensemble stable maximal contenant x, 
(c'est-à-dire construit en commençant par le sommet x,) ; soit G' le 
sous-graphe engendré par X-T. On a, d'après la propriété 5 : 


GE Ce bSe" (ar 1) = 1 q 


Comme d (x) >d'(x)+1 pour tout x=X-T (propriété 5)l'ensemble 
S'={x/xEX-T, d'(x) > q- 1} est contenu dans l'ensemblesS = {x/xEX, 
d (x) > q}, et l'inclusion est même stricte, car x,ÆS et x, ÆS'. On a 
donc : 


D [d'(x) - (q-1)]< S [d'(x) +1 - q]< Ÿ [d(x) - q] 


xes! xes' 


< Dld(&)-ql-1<(a-1)-2 


S 


D'autre part, comme G' n'a pas de clique de q éléments, et comme 
le théorème est supposé vrai pour les graphes de nombre chromatique 
<q, on a aussi : 


Duid'(x)"(q-1)1> (4-1) 2 
x Es" 


D'où la contradiction cherchée. 


2ème cas - G admet une clique de q éléments. 


Soit C = {c,, c,,..:c,} cette clique. 


L'ensemble À, = lc; -Cestnon-vide (car d(c,) zq, puisque G est 
(q + 1)-critique). 


L'ensemble À = TC - C a au moins deux éléments (car G n'a pas 
de clique de q+1 éléments). 


Quitte à renuméroter les sommets, supposons : 
d(c,) <d(c,)<... <d(c,) 


Comme, d'après (1), G contient moins de q sommets de degré >q, 
On a: 


d(c;) = q 
Soit donc a, le sommet unique de À, = le, - C. Comme G n'a pas 


de clique de (q+1) éléments, il existe un sommet c; non relié à a,, et 
prenons pour j l'indice le plus petit possible. 
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Fig. 2. 


Posons : Aji=4b5b:,:5 44 


Dans le sous-graphe engendré par X-C, si l'on joint le sommet 
a, aux sommets b,,b,,..., on obtient un graphe G'. Comme X-C est 
coloriable en q couleurs (G est (q+1)-critique), le graphe G'-{a,}est 
coloriable en q couleurs, donc Y (G')<q+ 1. 


D'autre part, d'après le lemme 3, G' n'est pas coloriable en q 
couleurs, d'où : 


TGS arte 


Soit G'' le sous-graphe (q+ 1) critique qu'il contient, et soit G''' le 
graphe déduit de G'"' en retirant les arêtes auxiliaires du type [a,,b.]. 


G''"' contientle sommet a, et un des sommets de A, (car si G'' ne 
contenait pas une arête du type [a,, b:], on aurait y(G'"') < q). 


Notons que l'on a : 
d(a,) >d/(2)5 A | (Gen) >a/lA;f-1#3 


On en déduit immédiatement que IA; |= 1, carsi IA; ERA pour- 
rait écrire : 


o 


2 (d(x)-q1> Ÿ Id(c;)-a]+[d(a,)-ql>(q-j+1) (A;l-1]+[-1A,l-1+j] 
x i=j 


= (qe) ANT AP) ENT RESCPA SSSR ÉCERESS 


(ce qui contredirait (1)). 
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Soit donc b le sommet unique de À; ; le graphe G''' est déduit du 
graphe (q+1)-critique G'' par suppression de la seule arête {a,,b]. Donc : 
d'la.) d'(a)-1>q-1 
d''(b}= d'{b)=1>4-1 


LR 


AR) ARE rR NX ;/#,b) 
En vertu de ceci, et en vertu de la propriété 8, on peut écrire : 


Ÿ Id(x)-q]> Ÿ [d(x)-ql=Y [d'"'(x)-q]+ (nombre 


x” xt 
d'arêtes joignant X'"'"' à X-X'")»>- 2+(q) = q- 2 
On a donc la contradiction cherchée avec (1). 


Corollaire - si G est (q+1)-critique sans clique de (q+1) éléments, 
alors le nombre n de sommets et le nombre m des arêtes vérifient : 


2m>{n+1l)q-2 
En effet, comme d(x) > q pour tout sommet x, on a : 


2m= Ÿ d(x)}+[{n-|Sllq >q-2+ |S|q+nq-|[S|q = (n+1)q-2 
xES 


Remarque. 


Il est facile de voir que les inégalités du théorème et de son corol- 
laire sont les meilleurs possibles pour q > 3 ; construisons en effet un 


graphe G, avec Y (G) = q+1, et pour lequel on ait l'égalité. Considérons 


nou choues Ce \ce sic jet D'=Tc,;d,...4.} et formons G 


en retranchant les arêtes [c,,c,], [c,,d,,,], et en ajoutant l'arête 
sd) 


g+l-° 


Figure 3. 
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Y(G) = a+1, et G ne contient pas de cliques de (q+1) éléments ; 
en outre, le seul sommet de S est c,, avec : 


d (c;) = 2q - 2 
Donc : Ÿ [d(x)- q]= d(c,)-q=-q-2 
xEes 
III - NOMBRE w(G) ASSOCIÉ AU GRAPHE G. 


On désigne par w (G) lenombre maximum d'éléments d'une clique 
du graphe G. On a toujours : 


Y(G) > w(G) 


I1 s'agit ici de déterminer certaines catégories de graphes pour 
lesquels on a nécessairement Y(G) = w(G). 


Notons tout d'abord : 


Théorème 1 - Soit G un $raphe avec W(G)= k ; posons S={xX/d(x)>k}; 
SALON a: 


© [d(x)-k]l<k-2, 
xes 


alors on a Y(G) = w(G) 


En effet, on a Y(G) >k ; si Y (G) > k, il existe un sous-graphe G' 
de G avec Y(G') = k +1. 


G' n'ayant pas de clique de (k+1) éléments, le théorème de Dirac 
montre que : 


Ÿ [d'(x)-k]>k-2 
x EG" 
x Es" 


Comme ceci contredit notre hypothèse, on a bien Y(G) = k. 


Nous disons qu'un graphe G = (X, U) est k-complet si w(G)=Kk, 
et si l'adjonction d'une arête quelconque (n'appartenant pas déjà à U) 
augmente W(G) ; une clique de k sommets constitue un graphe k- complet. 


Si G est un graphe avec w(G) = k, on peut toujours trouver un 
graphe k-complet G, ayant les mêmes sommets que G, et dont l'en- 
semble des arêtes contient l'ensemble des arêtes de G ; on dira alors 
que G est plongé dans le graphe k-complet G,. 


fs 


À à 
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Si G est un graphe quelconque avec w(G) = k, et si w(G) = y(G), 
il peut être plongé dans un graphe k-complet G, avec y(G,) = wW(G,) ; 
inversement, si un graphe G peut être plongé dans un tel graphe G,, 
on à : 


k = W(G) < Y(G)<Y(G)=k 
donc on a bien : W(G) = Y(G) 


Propriété 1 - Dans un graphe k-complet G, tout sommet x appartient à 


une clique C de k éléments ; l'ensemble C - {x} sera appelé par La suite 
une "cellule de x". 


Soit a&X ; si l'a £ X, soit zÆTa ; l'adjonction de l'arête [a,z] 
créant une clique C de k+1 éléments, l'ensemble C -{a,z}, qui a k -1 
éléments, est bien une cellule de a. 


Si l'a = X, il existe au moins deux sommets x et y non adjacents 
(car sans cela, G serait une clique de k éléments et le théorème serait 
démontré). Comme G +/[y,z]contient une clique C de k+1 éléments, 
et comme a€C, l'ensemble C-{a,z} est bien une cellule de a. 


Propriété 2 - Dans un é$raphe k-complet G, la condition nécessaire et 
suffisante pour que deux sommets a et b admettent une cellule commune 
est qu'ils soient non-adjacents. 


1/ - Si a et b sont non adjacents, G +[a,b] contient une clique C 
de k+1 éléments, donc C - {a,b }est une cellule commune des sommets 
a et b. 


2/ - Si a et b sont deux sommets adjacents, ils ne peuvent ad- 
mettre une cellule commune C, car alors Cu{a,b}serait une clique de 
(k+ 1) éléments. 


Propriété 3 - Dans un éraphe k-complet G, les conditions suivantes sont 
équivalentes : 


(1) - Y(G) = L(G) ; 

(2) - G consiste en k ensembles stables reliés entre eux de toutes 
les façons possibles ; 

(3) - Tout cycle élémentaire de longueur 5 admet au moins deux 


cordes'"_(c'est-à-dire : arêtes reliant deux sommets non consécutifs 
du cycle). 


(1) (2), car si Y(G)= k, soient S,, S,,...S, les k ensembles des 
sommets de même couleur. Ils sont stables ; en outre, six.€S,;, 
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x,€S,, on a [x,,x JEU, car sinon l'adjonetion d'une nouvelle arête 
[x,,x,]ne pourrait créer une clique de (k+1) sommets (le nombre chro- 
matique du nouveau graphe étant encore égal à k). 


(2) (3) : soit H = [x,,x,, x,, x,, x,]un cycle de longueur 5, et 
soient S,, S,,...S, les k ensembles stables. 


Sik=1ouk=2, (3) est évident (car lb ne peut exister); sik>2, 
le cycle H rencontre successivement trois S; différents, soient par 
exemple : SD x,, S,—X,, S,x . Un des deux autres sommets x, ou x, 


appartient à S, (car sans cela L admettrait deux cordes), soit : x,eS,. 


Mais alors [x,,x,] et [x,,x,] sont deux cordes de h: C.Q.F.D. 


X ES, 


Fig. 4. 


xSS, 


(3) —D(1) : Montrons tout d'abord que si a, x et y sont trois som- 
mets distincts avec [a,x]ŒU, [a,y]ŒU, alors on a[x,y]ŒU. 


Eneffet, si [x,y JEU, considérons une cellule C commune à a et x 
et une cellule C' commune à a et y (elles existent d'après la propriété 2). 


On a yÆC, carla,y ]JŒU ; de même, x EC". 


C n'étant pas une cellule de y (propriété 2), soit z un sommet de 
C nonrelié à y ; de même, soit z' un sommet de C' non relié à x. 


Fig.s5. 
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On a z f z' (car l'un est relié à x, et l'autre ne l'est pas), donc 
le cycle [x, y, z',a,z]est élémentaire et de longueur 5 : comme il ne 
peut admettre deux cordes, on a bien l'absurdité cherchée. 


Ainsi, la relation binaire entre x et y définie par [x,y]JŒÆU est 
une équivalence ; soient S,, S,,...S, les classes d'équivalence. Comme 
le graphe estk-complet, ona p = k, et l'on peut donc colorier le graphe 


G avec k couleurs. Comme d'autre part Y(G) > w(G) = k, on a bien 
Y(G)=k. 


Théorème de ZARANKIEWICZ - Dans un é$raphe G à n sommets, soit dla 
valeur minimum des degrés d(x), et posons : 


n 
p = partie entière par excès de ( a) 


alors w (G)> p. 


Remarquons tout d'abord que d'après la définition de p, on a : 


On en déduit immédiatement : 


DISrZ p= 1 
n<d< n il 
p-1 P 1 


Ceci dit, nous allons démontrer un théorème plus fort que l'énoncé 
. ‘ n, toute clique de moins de p 
éléments (et en particulier tout sommet) est contenue dans une clique 
de p éléments. 


_ de Zarankiewicz, à savoir : si d> u 


Ceci est vrai pour p = 2, car alors d > 0, et tout sommet est 
l'extrémité d'au moins une arête. Supposons le théorème vrai pour 
p, et démontrons qu'il est encore vrai pour p + 1. 


Considérons un graphe G, de n sommets, de degré minimum d, 
avec en outre : 


(p+1)-2 p-i 
d>—— n° — 
(PRL)r P 
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Donc, parhypothèse, une clique donnée C, de moins de p éléments 


est contenue dans une clique C ={c,,c,,... c,} avec exactement p élé- 
ments. Il s'agit de montrer que : 


au -C)418 


(n-p) 


On a : Ie, - CI>4- (p-1)> 2 


Donc: |(X-C)-(lc,-C)|=|X-C|-| re,-Cl<(n-p)-ÊS m-p}=2 [X-C | 


b 
On en conclut : ÜU'I@-C)- (Te; -C)]lf xX-C 
Î=1 


Or, en prenant le complémentaire par rapport à X-C : 


P 


(\ (Pen -AC)/F1 
i=1 
Tout point c,.,; qui appartient à cette intersection donne une clique 
{Ci» Ce +» Cho Ch41} Qui contient la clique C, donnée. C'Q FRS DE 


Remarque 


Montrons que ce théorème est le meilleur possible ; c'est-à-dire 
que si n et d sont deux entiers donnés, et si p est la partie entière par 
n 
ol 
minimum d, pour lequel on a exactement w(G) = p. 


excès de ( ), il existe un graphe G(n,p) à n sommets, de degré 


n et p étant donnés, définissons deux entiers q et r d'une façon 
unique par : 


np Tr (0 CP) 


Prenons un ensemble X de n points, et divisons le en p classes 
X:1, X»,...X,, l1eS r premières classes étant de (q + 1) sommets, les 
autres de q sommets. 


Formons un graphe G en joignant deux points si et seulement si 
ils n'appartiennent pas à la même classe. On a évidemment w(G) = p. 
La valeur minimum des degrés de ce graphe est : 


min d(x)=n-(q+1 Pneu 
(x) (a+1) ae 
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Re) ape d 
P P 


ner d' rt 


Comme min d(x) >d -1, on a bien : 
d(x)>d (xE=X) 
Le graphe G ainsi construit est donc le graphe G (n,p) cherché. 


Exemple : Considérons 99 joueurs de bridge, et supposons que chacun 
n'accepte de jouer qu'avec 3 joueurs qu'il connait déjà. Combien chaque 
joueur doit-il connaitre de personnes pour qu'on soit assuré de former 
une table de bridge ? 


Formons le graphe G dont les sommets représentent les joueurs, 
et dont les arêtes lient les couples de joueurs se connaissant. Si chacun 
connait d = 66 joueurs, on peut avoir : 


ef] {8} 


et il peut arriver qu'on ne trouve pas quatre joueurs pour un bridge. 
Au contraire, si chacun connait k = 67 autres joueurs, on est assuré 
de former une table de bridge ; bien plus, 3 joueurs arbitrairement 
donnés se connaissant peuvent trouver un quatrième. 


Théorème de TURÂN - Soitnet pdeuxentiers (2<p<n); dans la famille 
G(n,p) des $raphes G d'ordre navec W(G)=p, Le $raphe G(n,p) défini plus haut, 
et seulement lui, a Le nombre maximum d'arèêtes. 


Considérons les différentes valeurs de n par le tableau suivant : 


RUE ru 2) pb Bjoe il 
fo à 2p+2 SIDA 


2p 3p 4p doc 


Nous allons procéder par induction et montrer que si le théorème 
est vrai pour la colonne q, il est encore vrai pour la colonne q+1 ; 
c'est-à-dire, démontrons le pour un graphe G d'ordre : 


n,=p(ati)+r, (O<r,< p) 
Parhypothèse, G estun graphe de G (n,,p) avec le nombre maxi- 


mum d'arêtes : comme W(G)=p, il contient une clique C ={c,,c,,...c,} 
de p éléments, et de tout sommet x C, il part moins de p arêtes vers 
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C (car sinon wW(G) = p+ 1). 


Formons d'autre part un graphe GEG(,, p) en prenant un graphe 
G (n, - p,p) et une clique C - {C,,C,...C,} de p éléments, puis en joi- 
gnant tout élément de la classe X,; dans G(n, - p,p) à tous les (CE avec 


ji. 

Comme le graphe G a parhypothèse au moins autant d'arêtes que 
G, et que, en vertu de l'induction, le sous-graphe engendré par X-Cn'a 
pas plus d'arêtes que G{(n, - p,p), on a : 


(1) - de tout x C, il part exactement p- 1 arêtes vers C ; 


(2) - le sous-graphe engendré par X-C a exactement autant d'arêtes 
que G(n, - p, p). 


En vertu de (2) et de l'induction, le sous-graphe engendré par 
X-C est effectivement un graphe G (n, - p,p)et peut être divisé en classes 
X,, X,,... X,. En vertu de (1), à tout xdC on peut faire correspondre 
un et un seul cEC tel que (x,c) Æ U, et nous appellerons ce sommet c 
l'associé du sommet x. 


Si x,yeX-C et appartiennent à des classes différentes X; et X;, 
ils ne peuvent avoir pour associé le même point cEC, car alors {x,y}u 
(C - {c}) serait une clique de (p+ 1) éléments. 


Si x,yeX-C et appartiennent àla même classe X,, ils ne peuvent 
avoir des associés c et d=C avec c # d, car si cela était,le nombre de 
classes serait supérieur à |C|= p. 


Donc le graphe G n'est autre que le graphe G décrit plus haut. En 
augmentant chaque classe X; de l'élément qui lui est associé dans la 
clique C. on voit que : 


G=G(n, p) 


On vérifie d'une façon analogue que le théorème est vrai pour les 
valeurs de n dans la première colonne, et, ainsi, l'énoncé est complè- 
tement démontré. 


\ 
Critère de TURAN - Soit Gun $raphe avec n sommets et marêtes, et soit p 
UNMCNLLET API NET OST IMenNtTi'eR NONETEDMTeL OUEN TSOLTIALDTSILE 
DICSDURAD ACTES TE 


m > (n2 - r?), 


tou AD p-1l 
NT OP 
2 2p 


Alors on a : W(G) > p 


Calculons le nombre m(n,p) d'arêtes du graphe G (n,p) ; sil'on 
met à part un ensemble À de r éléments pris chacun dans les r pre- 


mières classes, le nombre d'arêtes entre ces r éléments est 27 = EE) : 
2 
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Le nombre d'arêtes dans X-A est : 
Ë @=-r-a)(n-7r) = 2 (pn-pr-n+r) 
2 Ga 2p P P 16 
Le nombre d'arêtes entre À et X-A est : 
n-r 
r(p-1)q'= FE (pr-r) 


Si = £ 7. 
D'où: ra (n, p}= LED + EEE [(pn-pr-n+r+2pr-2r]= V4 (D -r°) 


Le critère énoncé s'en déduit immédiatement. 


Remarque. 


On peut facilement vérifier que le critère de Turan implique le 
résultat de Zarankiewicz tel qu'il était énoncé par celui-ci (mais non 
pas l'énoncé plus fort que nous avons énoncé plus haut, et qui assure : 
“toute clique de moins de p éléments est contenue dans une clique de p 
éléments"). 


En fait, le théorème de Turan, s'il est bien antérieur à celui de 
Zarankiewicz, était passé presque inaperçu car il avait été publié dans 
la langue hongroise ; très récemment, des généralisations du théorème 
de Turan ont été envisagées par différents auteurs, notamment Kovari, 
Sos, Turan, Erdôs et Moser (1). 


(1) T. Kovari, V.T. Sos et P. Turan (Colloquium Math. 3, 1954, p. 50) ont con- 
sidéré les matrices carrées d'ordre n dont les coefficients sont 0 ou 1, et ont 
cherché le plus petit nombre k,(n) de 1 nécessaires pour que l'existence d'un 
mineur d'ordre p composé exclusivement de 1 soit assurée ; ils ont trouvé en 
particulier : 


10 CAES 
APP tE0)/n 0e 


Ils ont aussi montré que : 


k,(n) 


ni/2 


— 1 quand n  «. 


P. Erdôs (Communication orale) a cherché le plus petit entier f(n,k,1) tel 
que tout graphe de n sommets et de f(n,k,1) arêtes contient nécessairement un 
sous-graphe de k sommets avec 1 arêtes ; ila déterminé f(n,5,8)et f(n,6,11), 
mais pour f(n,4,4), on ne connait même pas de formules asymptotiques . 
Enfin, P. Erdëôs et L. Moser ont cherché le plus grand entier g (n) tel que 
tout graphe orienté complet de n sommets contient un sous-graphe de g{(n) 
sommets pour lequel l'orientation est transitive ; ils ont obtenu : 


2 Log,n +1 >g(n)>Log,n+l 
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IV - GRAPHES GALLAÏENS. 


Un graphe G est dit Gallaïen si tout cycle élémentaire de G con- 
tient une ‘'corde"', c'est-à-dire une arête reliant deux sommets non 
consécutifs de cycle. Notre attention sur cette notion a été attirée ré- 
cemment par HAJNAL et SURANYI, qui ont démontré un théorème que 
l'on verra à la fin de ce paragraphe. Donnons d'abord quelques exemples. 


Exemple I - Soit D une droite, J une famille finie d'intervalles sur 
cette droite, et traçons le graphe G dont les sommets sont les inter- 
valles de J, deux sommets étant reliés s'ils représentent des intervalles 
non disjoints. Les propriétés caractéristiques d'un tel graphe G ont été 
étudiées par HAJOS (1), mais on voitimmédiatement que G est gallaïen. 


Par contre, cette propriété n'est pas suffisante pour caractériser 
nos graphes G ; par exemple, le graphe de la figure 4 est gallaïen, 
mais ne peut représenter 6 intervalles : en effet, les trois intervalles 
x,, x, et x, Sont disjoints deux à deux, et par suite de la symétrie de 
la figure, on peut les supposer dans cet ordre sur la droite D ; mais 
alors l'intervalle x,, qui rencontre x, et x,, doit recouvrir x,, ce qui 


est contredit par la figure. 


5? 


Figure 6. 


X, X; 


Exemple II - Soit X un ensemble fini de points sur une droite D, J une 
famille d'intervalles sur cette droite ; traçons le graphe G dont les 
sommets sont les points de X, deux sommets étant reliés s'ils re- 
présentent deux points recouverts par un même intervalle de J. Là en- 
core, il est immédiat que le graphe G est gallaïen. 


(1) G. Hajos : Über eine art von Graphen, Internationale Math. Nachrichten un, 
1957. 
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Exemple III - Arbres d'Husimi (Physique). 
On appelle arbre d'Husimi, un graphe G connexe, dont tous les 


cycles sont de longueur 3 : c'est donc un graphe gallaïien., Un arbre - 
d'Husimi est représenté sur la figure 7. 


Mig iT. 


G : arbre d'Husimi 


Exemple IV - Si G estun graphe quelconque, son graphe adjoint G* est 
par définition un graphe dont les sommets sont les arêtes de G, deux 
sommets étant reliés s'ils représentent des arêtes adjacentes de G. 


Fig.8 


œ : graphe adjoint du graphe G de la figure 7, 
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Le graphe adjoint d'un arbre d'Husimi e est gallaïen : en effet, s'il con- 


tenait un cycle élémentaire u° = ER OT u, ...] de longueur > 3 et sans 
cordes, il lui correspond dans G un cycle H d'arêtes U,, Us... (car 
u* est sans cordes). Ce cycle L est de longueur >3, ce qui est absurde 
car G est un arbre d'Husimi. 


On a pour les graphes gallaïens les propriétés suivantes : 


Propriété 1 - Tout sous-graphe d'un graphe $allaïen est lui-même $gal- 
laien. (immédiat). 


Propriété 2 - Si [a,b] est une arête d'un cycle H, il existe un cycle 
[a, b,c,a] avec cŒH. 


En effet, si LU est de longueur 3, la propriété est démontrée ; si 
Uest de longueur > 3, il admet une corde qui le divise en deux cycles 
U' et U''. L'un des deux, soit par exemple H', contient l'arête [a,b], 
et s'il est de longueur > 3, on le redivise, etc. 


Propriété 3 - Soit x EG, éraphe gallaien, et soient a, bE=Tx,. S'il 
existe une chaine joignant a et b sans passer par un autre sommet de 
x, ni par x,, alors a et b sont adjacents. 


En effet, soit [a,b] le plus court chemin joignart a et b sans 
passer par La u{x, }; Sa longueur est nécessairement 1, car sinon le 
cycle H[a,b]+[b,x,,a] n'aurait ni corde d'extrémité x, (car H ne passe 
pas par l’x,) ni autres cordes (car LH est de longueur minimum). 


Propriété 4 - Si G est un $raphe Gallaïen k-critique, Le sous-éraphe 
engendré par T x, est connexe. 


Eneffet, supposons qu'il n'en soit pas ainsi : soient y, et y, deux 
sommets de lx, appartenant à deux composantes distinctes. On peut 
joindre y, et y, par chaine élémentaire LH ne passant pas x, (car x n'est 
pas un point d'articulation de G, d'après la propriété 5, $ 1). Soit donc 
u' une chaine partielle de H joignant deux composantes distinctes de 
lx, sans toucher l'x, (en dehors de ses extrémités). D'après la pro- 
priété 3, ces deux composantes sont jointes par une arête:absurde. 
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Théorème 1 - Si G est un $raphe $allaien on a: 


Y(G) = w(G) 


Nous ne donnerons pas ici la démonstration générale, qui fait 
appel à la théorie de la désarticulation des graphes ; bornons-nous à 
démontrer la propriété pour un graphe gallaien G avec W(G) < 4, 


En effet, si w (G) = 1, le graphe est constitué par des points iso- 
lés, donc Y(G) = 1. 


Si W(G) = 2, le graphe n'admet pas de cycles (en vertu de la pro- 
priété 2 et de W(G) < 3), donc, d'après le théorème de Kônig, Y(G) = 2. 


Si W(G)=3, supposons que Y (G) > 3 et déduisons-en une absurdité 
(on aura alors bien démontré que Y(G) = 3, car Y(G) >w(G) = 3). 


Comme Y(G) > 3, on peut toujours supposer que G est 4-critique 
(quitte à le remplacer par un sous-graphe 4-critique G,, pour lequel 
on a évidemment W(G,) < 3). 


Ainsi, si x,EG, son degré d(x,) est > 3 (en vertu de la propriété 
2, $ 1) ; de plus, l'x, est connexe (propriété 4) et ne contient pas de 
cycles (car sans cela l'x, contiendrait un triangle, et w (G) = 4) : c'est 
donc une chaine élémentaire d'au moins trois sommets : [a,b,c,...]. 


Fa consiste également en une chaine élémentaire, et comme 
Fran lx,={b}(puisque l'x, n'a pas de cycles), cette chaine est de la 
orme x D,x,...l]ravecx ŒTx.. 


Soit C., la composante de sommets qu'on peut atteindre de a sans 
rencontrer à nouveau l'xu{x.}; on a C;, #4 (car x,&C;). Les seuls 
points de l’x, adjacents à C., sont a et b (en vertu de la propriété 3) ; 
donc {x,,a,b} est un ensemble d'articulation pour le graphe, (puisque 
sa suppression disconnexe x, et c) ; mais un graphe 4-critique n'ayant 
pas d'ensemble d'articulation qui suit un triangle (propriété 4, $ 1), 
on a la contradiction cherchée. 


Fig. 9. 
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Avant d'aller plus loin dans l'étude des graphes gallaïens, intro- 
duisons quelques notations. 

On sait que l'on désigne par &(G) le plus grand nombre d'éléments 
d'un ensemble stable (‘nombre de stabilité interne"). Considérons une 
partition € des sommets du graphe en cliques C,, C,,..., et désignons 
par $(G) le plus petit nombre de cliques d'une telle partition. 


Pour tout ensemble stable S et pour toute partition C, on a : 
IS|< € 
En effet, une clique CE Cne peut contenir qu'un seul élément de 
SAOnatdoncs 
a«(G) = max [S|< min |[e|= 8(G) 


Théorème 2 - (HAJNAI-SURANYI)-Si G est un é$raphe $allaien, on a: 
a(G) = $(G) 


Le théorème est vrai si «(G) = 1, car alors G est une clique, et 
9 (G) = 


Supposons le théorème vrai pour à (G) <k, et démontrons que 
c'est encore vrai pour un graphe G donné avec a(G) = 


Soit S={s,, S 8,5%: ,} un ensemble stable maximum de G, et 
soit G' le sous- apnée AT de G en supprimant {s,}u ls, : il a des 
composantes connexes C,, C,, 


1/ - L'ensemble SnC;est stable ; il n'existe pas dans C,un en- 
semble stable S; avec [S; |>|[SnC.|, car si cela était, on pourrait for- 
mer avec {s,}, Si, etles S NC, (avec j x i) un ensemble stable du graphe 
G ayant plus de k-éléments. En définitive, on a : 


ISnC;l=a(c;)=8(C) 
2/ - Soit G, l'ensemble des sommets x ETs, avec : 


«(C; Wx)=a(C;) +1 (pour tout i) 


Si x, yEG,, et si ces deux sommets sont adjacents à une même 
composante C;, ils sont reliés entre eux (propriété 3). S'ils ne sont 
pas adjacents à une même composante C;, ils sont également reliés 
entre eux, car sans cela on pourrait former dans G un ensemble stable 


avec plus de k+1 éléments en prenant x,y, et des ensembles stables 
S; € C; avec: 


a (C;)=15,| 
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lx nS; = (six adjacent à C.) 
Ty nS;=# (si y adjacent à C.) 
En définitive, le graphe G, est une clique. 
3/ - Si xÆG., xE l's,, il existe une composante C; pour laquelle 
a(C,;ux) = &«(C.) 
on peut alors ajouter x à la composante C ;; de proche en proche, la 
composante C; deviendra un ensemble C'. DC ,; deux sommets de C!-C;,, 
étant adjacents à C;, sont reliés entre eux (propriété 3) ; donc C!-C, est 
une clique. Un ensemble stable maximum S! de C! a au plus un élément 
y appartenant à cette clique, donc : 
æ(C;) <a(Ct) = [S;|=a (yuC;)=a(c;) 
En définitive, on a : 


a(C;) = a(C;) 


4/ - Le théorème étant vrai pour & (G) < k, on peut partitionner 
C'; en a(C;) cliques disjointes. 


Avec l'ensemble G,us,, qui forme une clique supplémentaire, 
on pourra partitionner G en : 


1+a(C,)+a(C,)+...-=k cliques disjointes. 
C.Q.F.D. 


Corollaire - Si G' est le complémentaire d'un $raphe G $éallaien, on a: 
Y(G') = w(G') 

G' est par définition un graphe qui a les mêmes sommets que G, 
deux sommets étant reliés dans G' si et seulement si ils ne sont pas 
reliés dans G ; on a donc : 

y(G') = 9(G) 
w(G') = «a (G) 


D'après le théorème 2, on a bien Y(G') = w(G'). 
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Application 1 - Si J est une famille finie d'intervalles sur une droite, 
et si k est Le nombre maximum d'intervalles disjoints deux à deux qu'on 


peut distinguer, alors il existe sur la droite k points tels que tout 
intervalle contienne au moins l'un d'entre eux. 


En effet, le graphe G représentant les intersections des inter- 
valles est Gallaïen ; toute clique de G représente une famille d'inter- 


valles ayant un point commun, en vertu du théorème de HELLY (1). 
On a donc bien l'énoncé. 


Application 2 - Si J est une famille d'intervalles sur une droite, et si 


k est Le nombre maximum d'intervalles ayant une intersection non vide, 


alors on peut colorier les intervalles avec k couleurs de sorte que deux 
intervalles de même couleur ne se rencontrent pas. 


Il s'agit de montrer que si W(G) = k, on a Y(G) = k ; ceci est vrai 


V - GRAPHES PSEUDO-GALLAIENS. 


On peut donner une légère modification à la notion de graphe 


Gallaïen qui entraine des propriétés remarquables ; on dira qu'un graphe 
G est pseudo-Gallaïen si l'on a les axiomes : 


(I) - Tout cycle de longueur impaire > 3 admet une corde ; 


(II) - Pour tout sommet x, l'ensemble Bx = { x }U l'x est la réu- 


nion de deux cliques C, et C! telles que les ensembles disjoints C, - C! 
et C, - C\ ne soient reliés par aucune arête. 


Récemment, T. GALLAI (2)a étendu le théorème de HAJNAL- 


(1) cf. par exemple : C. BERGE, Espaces Topologiques et Fonctions Multivoques, 
(Dunod édit.), 1959, p.211, 


(2) T. GALLAI, à paraître dans les Annales Universitatis Scientiarum Budapes- 
tinensis de Rolando Eôtvôs nominatae, Sectio Math. 
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SURANYI aux graphes pour lesquels tout cycle de longueur impaire est 
triangulé - ce qui représente un axiome légèrement plus fort que notre 
axiome (I)-. 


Rappelons tout d'abord quelques définitions : 


Un multigraphe (X,U)est formé par un ensemble de sommets X, 
un ensemble d'arêtes U, mais il peut y avoir dans U plusieurs arêtes 
distinctes [x,y],, [x,y],,... reliant le même couple de sommets x, y. 
Le degré d'un sommet x est alors le nombre d(x) d'arêtes ayant au 
moins une extrémité en x ; on a d(x) >|lx{|, Un multigraphe est dit 
simple si ses sommets sont divisés en deux classes X et Y, deux som- 
mets de la même classe n'étant pas reliés par une arête de U. 


Généralisant un résultat connu pour le graphe simple, démontrons : 


Théorème 1 - Soit H= (X,Y,U) un multis$raphe simple, m = max d(x) son 
xEXuY 


degré maximum : il est possible de colorier les arêtes de H avec m cou- 
leurs de sorte que deux arêtes ayant une extrémité commune soient de 
différentes couleurs. 


1/ - Montrons d'abord que si : 
d(x) = m xeH); 
on peut coupler X dans Y (cf. [1], p.92). 


En effet, si ACX, BCY,|B|<|A|, de l'ensemble A il sort 
m|Al|arêtes, dans l'ensemble B il arrive m|B|arêtes ; comme m|B| 
<m/|A|, on ne peut avoir l'A CB. Donc | FA| >|A |, et ceci pour tout 
AC X: d'après le théorème de KONIG-HALL,, ([1], p.92), on peut bien 
coupler X dans Y. 


2/ = Montrons qu'il existe un couplage utilisant à la fois tous les 
sommets x avec d(x)= m, et tous les sommets y avec d(y)=m. 


Eneffet, en faisant m copies du multigraphe H, on peut construire 
un multigraphe H, pour lequel H est un sous-graphe partiel, et pour 
lequel : 


d,(x) = m (EH) 


A un couplage complet de H, correspond dans H un couplage ayant la 
propriété désirée. 


3/ - On peut colorier les arêtes de H de la façon suivante : avec 
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une première couleur, on colorieles arêtes d'un couplage utilisant tous 
les sommets de degré m ; il restera un multigraphe H, de degré maxi- 
mum m-1,etdans H,, on coloriera avec une deuxième couleur les arêtes 
d'un couplage utilisant tous les sommets de degré m-1 ; etc. 


De cette façon, avec m couleurs exactement, on aura bien colorié 
toutes les arêtes de H. 


Théorème 2 - Ja conditionnécessaire et suffisante pour que G soit un 
$éraphe pseudo-$allaien est qu'il soit l'associé d'un multig$raphe simple Æ. 


1/ - Montrons que si H est un multigraphe simple, G = H" est 
pseudo-gallaïen. 


Par définition, le graphe associé H° a ses sommets représentant 
des arêtes de H, deux sommets étant reliés s'ils représentent des arêtes 
adjacentes de H. A tout cycle élémentaire u* = [u*,u*,...u’]de H°, 
aveck > 3, et sans cordes, il correspond dans H un cycle H = (u,,u,,..u,) 
de même longueur ; comme H est un multigraphe simple, L est pair, 
donc U* est pair : H* satisfait donc à l'axiome (1). Les axiomes (II) 


sont immédiats. 


2/ - Montrons que si G est pseudo-gallaïen, on peut construire 
un multigraphe simple H avec G = H*. 


Considérons un graphe G = (X,F ) pseudo-Gallaien, et faisons la 
convention suivante : si Bx = {x} U Fx est une clique, on prendra pour 
C, et C! les ensembles { x} et Bx. 


3/ Remarquons que toute clique C contenue dans Bx est conte- 
nue soit dans C, soit dans C!' ; en effet, sinon, l'on aurait y,y'EC, 
ec, - C!, y'EC! - C, ; donc (y,y') n'est pas une arête, ce qui con- 
tredit y,y'eC. 


4] Montrons que si yeC,, l'ensemble C, est égal à C, (ou à Cie 
Si C,CC!, c'est évident, car Bx est une clique, donc 
CHEN XT AC) CN 


Si C,Œ C!, il existe un sommet teC, - C!. 
Comme C, est une clique contenue dans By, on peut écrire en vertu de 
1, que CCC, ; si l'on avait C, ra C,, il existerait un sommet t! avec 
t'EC,, t'ÆC,. Donc t'EC! - C,, donc (t,t') n'est pas une arête, ce 


qui contredit t, t'Æ=C,. On a donc C, = C,. 
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5/ De cette façon, les différents ensembles C, et C! constituent 
une famille (K) de cliques telle que tout sommet x appartienne à exac- 
tement deux cliques de (K). Construisons le graphe H de la façon sui- 
vante : ses sommets représentent les cliques de la famille (K), et si 
deux cliques C,C'E (K) ont en commun des points x,, x,...x,, On join- 
drales sommets C et C' correspondants par k arêtes que l'on dénotera 
Use U: 

Si deux arêtes u, et u; de H concourent en un sommet C, les 
points x; et x; de H appartiennent àune même clique CE(K), donc sont 
reliés. 


Inversement, si deux points x, et x; de Gsont reliés, ils consti- 
tuent une clique, donc, en vertu de 1”, ces deux points appartiennent 
à un même CE(K), donc les arêtes u, et u; de H concourent au même 
sommet C. 


On a donc bien G = 1: 0 . 


6/ Montrons que H est un multigraphe simple. H n'a pas de eye 
cles de longueur 3, car alors il existerait trois cliques C,, C,, C;e(K) 
se rencontrant deux à deux, donc C, - C, et C, - C, seraient reliés par 
une arête, ce qui contredit l'axiome II. D'autre part, le graphe H n'a 
pas de cycles élémentaires de longueur impaire > 3, car siu,,u,,...U,4, 
sont les arêtes d'un tel cycle, les sommets x,,x,...x,,,.qui leur cor- 
respondent dans G déterminent un cycle de longueur impaire > 3, sans 


cordes, ce qui contredit l'axiome I. 


Le multigraphe H, qui n'a pas de cycles de longueur impaire, 
est donc simple. 


Théorème 3 - Dans un éraphe G pseudo-$allaien, on a : 
w(G) = Y(G) 


En effet, soit H le multigraphe simple tel que G = H*, et soitm 
le degré maximum de H. On a, en vertu du théorème lg 


Y(G) = m < w(G) 
D'autre part, on a : 
y(G) > w(G) 


D'où : Y(G) = w(G) 
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Théorème 4 - Dans un graphe G pseudo-$allaien, On à : 
a (G) = 9(G) 


En effet, soit H le multigraphe simple tel que G = H*,etkle 
nombre maximum d'arêtes d'un couplage de H. D'après un résultat bien 
connu de KÔNIG ([1], p.98), k est égal au nombre minimum de sommets 
qu'on peut distinguer de sorte que toute arête de H ait une de ses extré- 
mités en un sommet distingué. Ces sommets distingués forment dans 
Gune partition en clique €, lesarêtes du couplage forment un ensemble 
stable S, et l'ona|S|=|C|. D'où : 


a(G) = 9(G) 


Remarque 

Si le graphe G, au lieu d'être pseudo-Gallaïien, satisfait seule- 
ment à l'axiome I, le théorème 3 n'est plus vrai, comme le montre 
l'exemple suivant construit par M. G houila-Houri [10]: 


G est un graphe de 7 sommets, dénotés a, b, c, d, e, f, g, avec 
pourearêtes :1ac, ad ae, af; bd, be,-bf;tbgsuce cites mdfdetes) 
le degré de chaque sommet est donc 4. Montrons que le graphe G satis- 
fait à l'axiome l':iln'existe pas de cycles élémentaires, sans cordes, de 
longueur 7, car un tel cycle utiliserait tous les sommets, et le degré 
de chaque sommet devrait être égal à 2 ; il n'existe pas davantage de 
cycles élémentaires, sans cordes, de longueur 5, car un tel cycle lais- 
serait de côté deux sommets x et y, tout autre sommet (étant de degré 
4) serait relié à x et à y, et l'on aurait d(x) > 5, d(y) > 5. 


On voit de même qu'il ne peut exister une clique de 4 éléments, 
car le complémentaire d'une telle clique serait un ensemble D de 3 
éléments, chaque sommet de la clique serait relié à D par une arête, 
et il sortirait de D exactement 4 arêtes : absurde, car l'un au moins 
des trois sommets de D serait de degré inférieur à 4. On a donc 
W(G) = 3. 


Par ailleurs, si l'on essaye de colorier de proche en proche les 


sommets de G avec 3 couleurs, on s'aperçoit que Y(G) = 4 ; on a donc 
bien Y (G) # w (G). 


VI - APPLICATIONS AU PROBLEME DES QUATRE COULEURS. 


Si l'on veut colorier les faces du graphe planaire G avec quatre 
couleurs, on peut toujours supposer que G est : 
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1/ - sans isthmes (un isthme est une arête dont la suppression 
disconnecte le graphe) ; 


| 2/ - homogène de degré 3 (tousles sommets sont de degré 3) car 
si d(x) > 3, on posera une face suffisamment petite sur x. 


Théorème 1 - Si G est un graphe homogène de degré 3 sans isthmes, on 
peut colorier les arêtes de G avec 4 couleurs (sans que deux arêtes 
adjacentes ne soient de même couleur). 


En effet considérons le graphe adjoint G*, qui est homogène de 
degré 4; G* ne contient pas une clique{u,v,w,x}de 4 éléments, car 
une telle clique ne peut donner une configuration correcte d'arêtes 
dans G. 


Donc d'après le théorème de BROOKS, y (G“*) < 4. CrOQTF D; 
(Ce résultat précise le théorème 5 de [1], p.189). 


Théorème 2 - (HEAWOOD)- Si G est un $éraphe planaire homogène de degré 
3 et sans isthmes, Les trois conditions suivantes sont équivalentes: 


(1) - On peut colorier les faces de G avec 4 couleurs ; 
(2) - On peut colorier les arêtes de G avec 3 couleurs ; 


(3) - On peut affecter chaque sommet x d'un coefficient p(x), égal 
à +1, ou à -1, de sorte que le contour de chaque face h vérifie : 


D p(x) = 0 (mod. 3) 
XEH 


(1)=(2) : Si l'on peut colorier les faces de G avec 4 couleurs : 
a ,B,Y,Ô, on attribue le symbole 1 aux arêtes séparant une face & et 
une face B, ouuneface Yÿ etune face 6 ; le symbole 2 à celles séparant 
une face œet une face Y, ou une face 8 et une face 6 ; le symbole 3 à 
celle séparant une face à et une face 6, ou une face B et une face Y. 


Deux arêtes adjacentes ne peuvent être marquées du même sym- 
bole (car sinon il y aurait deux faces adjacentes de la même couleur) : 


on a donc bien (2). 


(2)}=—1(1) : Supposons qu'on puisse colorier les arêtes de G avec 
trois couleurs : 1, 2et 3. Les arêtes des types 1 et 2 forment un graphe 
homogène de degré 2, et l'on peut donc colorier ses régions avec seu- 
lement deux couleurs p et q ; les arêtes des types 1 et 3 forment aussi 
un graphe dont on peut colorier les régions avec deux couleurs rets. 
Superposons dans le graphe G les couleurs trouvées : chaque pays por- 
tera une des quatre combinaisons pr, ps, qr, qs. Deux faces séparées 
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par une arête du type 1 porteront des combinaisons distinctes, et il en 
est de même pour deux faces séparées par une arête du type 2 ou 3 ; 
on a ainsi obtenu la coloration cherchée. (1). 


(2) (3) : Colorions les arêtes de G avec trois couleurs : 1, 2 
et 3. Posons p(x) =+1 si les trois arêtes incidentes au sommet x sont 
dans l'ordre :1,2,3 avec le sens trigonométrique, et posons p(x)=-1 
dans le cas contraire. Parcourons le contour d'une face Lu dans le sens 
trigonométrique en partant d'une arête quelconque : chaque fois qu'on 
traverse un coefficient +1, l'indice de l'arête qu'on suit subit une per- 
mutation tournante négative ; chaque fois qu'on traverse un coefficient 
- 1, la permutationest positive. Lorsqu'on sera revenu sur l'arête ini- 
tiale, la somme algébrique des coéfficients rencontrés aura donc été un 
multiple de 3. 


(3) (2) : Soient des coefficients p(x) conformes à (3); nous allons 
d'abord montrer que ia somme algébrique des p (x) le long d'un cycle v 
quelconque est encore un multiple de 3 ; on peut évidemment se borner 
aucasoù v est un cycle élémentaire, et, par conséquent, contient des 
faces LH, ,L4>,... Onà; 


Shp)eu Sn) be Pen p) 
XEL xE Fee x est ie en 
1 au cycle y 


On trouve donc bien au second membre un multiple de 3. 


Partons d'une arête quelconque, que l'on affecte de l'indice 1 ; à 
l'aide des coefficients p(x), on peut affecter de proche en proche chaque 
arête d'un indice 1, 2 ou 3 de sorte que les trois arêtes incidentes à un 
sommet x sont dans l'ordre 1, 2, 3 avec le sens trigonométrique si 
p(x) = +1, et avec le sens inverse si p(x) =-1. Il n'y aura jamais de 
contradictions, car sil'on pouvait affecter une même arête de deux in- 
dices différents, la somme algébrique des p (x) le long d'un cycle v ne 
serait pas un multiple de 3. 


On peut donc bien colorier les arêtes de G avec les couleurs : 
102225: 


Corollaire 1 - Si chaque face est constituée par un nombre d'arètes 
multiple de 3, on peut colorier Les faces de G avec 4 couleurs. 


En effet, sil'on prend p(x) =+1 pour tout sommet x, la condition 
(3) du théorème de HEAWOOD est satisfaite. 


Corollaire 2 - Si chaque face est constituée par un nombre d'arêtes 
multiple de 2, on peut colorier les faces de G avec 4 couleurs. 


(1) Cette démonstration est plus simple que celle de [1], puisqu'on ne fait pas 
usage du lemme de la p.214. 
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Eneffet, si V est un cycle élémentaire, il contient des faces L,, 
H,, etc. ; sa longueur 1 (V) vérifie : 


1(V)=1(H,)+1(h,) +...-2 (nombre d'arêtes intérieures à v) 


On voit sur cette formule que V est de longueur paire, et il en 
est de même d'un cycle quelconque (qui est somme de cycles élémen- 
taires). Donc, d'après le théorème de KÔNIG ([1], p.31), on peut af- 
fecter chaque sommet x d'un coefficient p(x) =+1 ou - 1 de sorte que 
deux sommets adjacents n'aient jamais le même coefficient. Avec les 
p (x) ainsi définis, la condition (3) du théorème de HEAWOOD est 
satisfaite. 


Considérons maintenant le problème sous sa forme duale, et 
cherchons à colorier les sommets d'un graphe planaire G. Comme on 
a W(G) < 4 (cf. [1], p.209), il suffirait donc de démontrer que Y(G) - 


w (G). 


Citons, en esquissant seulement la démonstration, quelques 
résultats qui découlent des paragraphes précédents. 


Théorème 3 - Un $raphe planaire non coloriable avec quatre couleurs con- 
tient soit deux sommets de degré 5, soit un sommet de degré > 5. 


(Immédiat, d'après le théorème de DIRAC). 


Théorème 4. (GRÔTZSCH) - Un $raphe planaire G sans triangle est co- 
loriable avec 3 couleurs. 


En effet, on peut plonger G dans un graphe G, gallaïen sans for- 
mer de cliques de quatre éléments ; on a alors, d'après le théorème 


Laine 
Y(G)< y (G,) = w(G,) = 3 


Théorème 5. (DIRAC) - Soit G un $raphe traçable sur une surface fer- 
mée du $enre $ > O sans intersections d'arêtes, et posons : 


: ; PRE 
n, = partie entière G a \48 8 + 1) 


Si y(G)=n,, onauw(G)=n,. 

On sait déjà que w (G) <Y(G) < n, (Heawood) ; siG est k-critique 
avec W(G) < k, on a, d'après le corollaire de DIRAC et la formule 
d'Euler : 


&K-1)nth-3<2m<6n+12 (g-1) 
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Si g>5, on en déduit aisément k< n,, ce qui contredit l'hypo- 
thèse - Si g=-1,2,3,4, la vérification se fait de même - On a donc bien 


le résultat Cherche, 


Bien entendu, ce dernier résultat ne s'applique pas aux graphes 
planaires (cas g = 0). 
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SYSTÈMES ÉCONOMIQUES DE PRODUCTION 
À RENDEMENT CROISSANT 1 
André NATAF 


INTRODUCTION 


L'étude mathématique de la production a conduit les économistes 
àadmettre, en première approximation, un système simple de relations 
entre la production des biens et l'utilisation des fournitures nécessaires 
à cette production, cette utilisation étant désignée sous le nom de con- 
sommation intermédiaire. LS 


Si l'on désigne : 


1f- par j 


un bien produit ou une fourniture (car un objet matériel selon son utili- 
sation peut être tout aussi bien un produit de consommation ou une four- 
niture). 


2/- par x. 
La quantité fabriquée du bien j au cours d'une période T prise 
pour unité de temps, 


3/- par x;, 
La quantité du produit i, considérée comme consommation inter- 
médiaire dans la fabrication de la quantité X, du bien j, on admet très 


souvent que le rapport CE estune constante a;,, indépendante de x; et 
j 


(1) Cette étude trouve son origine dans les problèmes pratiques et théoriques qu'a 
rencontrés le ‘Service des Etudes économiques et financières" du Ministère 
des Finances dans la préparation d'une part des budgets économiques annuels 
et d'autre part des programmations des Plans français. 
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caractérisant la technique employée. 


Dans ces conditions, si au cours de T une entité économique a 


produit des quantités x,, x,,...X;,...X, des biens 1, AR CU elle 


q 
aura été obligée d'utiliser les quantités Ÿ a,,x, du bien i comme con- 
j=à 
sommation intermédiaire. 


La quantité disponible pour la consommation pure ou d'autres 
usages, de i n'est donc plus que : 


Ye Ki ù a; ;X; (1) 


j=1 


= 152.0 


L'ensemble des y. constitue ce que l'on appelle la demande finale, 
ou disponibilité finale des divers biens. 


Si l'on désigne par x et y, sans indice, les vecteurs colonnes de 
composantes x, et y, et sil'on représente par À la matrice dont l'élément 
de la ième ligne et jème colonne est a;;les q équations (1) se résument 
en l'équation matricielle : 


Yes x Axe (A)S (2) 


Le système (1) [ou (2)] n'est pas un système linéaire quelconque 
en x. Il n'a en effet de sens économique que si toutes les quantités X; 
Yi, a;; Sont positives ou nulles éventuellement. 


Dans ces conditions un problème important du point de vue des 
applications économiques, et mathématiquement non dénué d'intérêt, est 
de caractériser l'ensemble V, manifestement positivement homogène 
etlinéaire, des vecteurs y et x positifs ou nuls (c'est-à-dire à coordon- 
nées toutes positives ou nulles, en abrégé y >0 et x >0) vérifiant (1) 
ou (2) pour À donné. 


En fait ce problème se ramène identiquement à caractériser A de 
façon qu'à tout vecteur y > 0 on puisse faire correspondre un vecteur 
x 20. Denombreux travaux ont caractérisé complètement la matrice A 


ou I - À dans ce cas (1), On démontre en particulier les propositions 
suivantes : 


(1) Un exposé très élégant et très simple de ces résultats a été donné par Lionel 
Mac Kenzie dans : Econometrica vol.25 n° 3 juillet 1957 p.456-462. 
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Proposition P.. 


Une condition nécessaire et suffisante pour qu'à tout y >0 donné 
corresponde un et un seul x >0 est qu'il existe un système de coef- 
ficients strictement positifs 


P; LU 22. 0 


que nous représentons par un vecteur colonne p, tel que : 


p' ([- A) (3) 


soit strictement positif (1) (l'accent prime indiquant selon l'usage qu'on 
a transposé la matrice qui en est affecté). 


Proposition P;. 


Dans ces conditions, I - À est une matrice régulière, résultat 
évident mais bien utile. 


Il est alors commode d'opérer un changement d'unités en prenant 
comme unité physique de mesure du bien i la quantité qui a pour valeur 
l'unité de monnaie. 


À ce moment on peut prendre pour p' le vecteur ligne 1, 1,...1 
et la condition (3) exprime, sur les nouveaux a;, que la somme des ter- 


mes (tous positifs ou nuls) d'une colonne de A est strictement inférieure 


à 1, ce qui constituera la proposition PF . 


ve Sous cette forme il est alors particulièrement facile de retrouver 
les résultats en remarquant que : 


Proposition P:. 
(I - A) admet une inverse développable en une série convergente 
de matrices (2) 


FANS TPE APN REA. 


(1) Economiquement ceci s'interprète par l'existence d'un système de prix, tel que 
les différentes productions des biens i puissent toutes s'opérer avec un béné- 
fice strictement positif. 


(2) Cf. par exemple ce résultat établi d'ailleurs de façon plus forte dans Wong 
‘'Minkowski-Leontief' Matrices (p.228 notamment) dans le livre "Economic 
Activity Analysis'' édité parO Morgenstern - John Wiley and Sors. New-York 
1954, 
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(2) peut alors se résoudre par la formule : 
Xe cyeoh. Avi AVE... + Ave 


ou encore en recherchant la limite de la suite rattachée à (2) : 


X°= y 

Xies VE A % =UYarRAT 

x? = y+Axl=y+Ay +A7y 

x" = VAE 2 (2!) 


Terminologie. 


On dit, d'après l'auteur qui le premier a étudié ces questions que 
les systèmes ou matrices vérifiant ces propriétés sont des systèmes ou 
matrices de Léontief, en abrégé systèmes ou matrices L. (Cette déno- 
mination s'applique aussi bien à À qu'à I - À, le contexte évitant en gé- 
néral tout risque d'erreur). 


I - EXTENSION DE CERTAINES PROPRIETES A DES SYSTEMES 
PLUS GENERAUX QUE LES SYSTEMES L. 


Nous nous proposons, enutilisant souvent d'ailleurs pour ce faire 
les propositions P, à P,, de généraliser certaines propriétés à des cas 
où les coefficients a;,ne sont plus indépendants des x;, mais varient 
dans le cadre d'hypothèses que nous appellerons H. Ces hypothèses sont 
sans doute restrictives encore mais leur forme mathématique s'applique 
assez bien à de nombreuses circonstances économiques. Nous sup- 
poserons donc : 


1.1/- Hypothèses H. 


H:. Les x;; ne sont fonctions que de x; seul. 
H2. Les techniques utilisées sont à rendement croissant. 


H, signifie que sila production x; de j augmente il est nécessaire 
de ne pas diminuer la consommation intermédiaire x,.de i, mais si Xi; 
augmente ce ne sera jamais plus que proportionnellement à l'augmen- 
tation de x ;, Mathématiquement ceci se traduit par le fait que x; est 


une fonction f(x;) de x ;) non décroissante, continue, et que Xi est une 


(2 0 + +. La J 
fonction non croissante, continue (sauf peut être à l'origine, ce qui 


n'aura pas beaucoup d'importance) de X;. 


SYSTÈMES ÉCONOMIQUES DE PRODUCTION A RENDEMENT CROISSANT 165 


Si on trace la courbe r;; d'équation x,.= f(x.) cette courbe peut 
admettre des paliers en X;;, et la pente 3e a;;, (x;) de la droite joi- 


gnant l'origine O des coordonnées au nu Fee X;;) est non crois- 
sante ; (elle peut parfaitement être constante dans certains intervalles). 


Nous avons représenté dans 
la figure 1 une telle courbe l';; en 
explicitant en M, M, unpaliereten 
M, M, une ASIE de rayon où le 


rapport Xi = l reste constant. Enfin 


dans cette figure pour x, = 0, 

j X;,(0) = OM, f 0 cas quise DÉoduit 
souvent car il faut souvent, au démarrage d'une production, même très 
faible en quantité, des fournitures relativement importantes. Dans 
d'autres cas on pourra considérer que M, est en O avec une pente finie 
ou infinie. De toutes façons ces différences de comportement ne joue- 
ront pas dans l'étude qui va suivre. 


1.2/- Conditions d'unicité de la solution dans le cas des hypo- 


thèses H. 


Éoerons ee points A! et A? dela courbe T;. ; correspondant aux 
productions X; pet x° de j etaux consommations intermédiaires TR 
SCIE - 

65: X;) de A Aest positive (x?, - <? ; nul ou du même signe que x°- x;), 
* ire que l'une quelconque des pentes m, et m,de OÀ,et OA, (fig. 2). 
Nous désignerons pari (x, x‘)la 
matrice des éléments @;;. Suppo- 
sons alors qu'il existe 2 solutions 
déterminées xlet x?au système (2) 
(où évidemment les éléments de 
À sont des fonctions de x), ces 
solutions correspondant à une mê- 


me demande finale j- 


tives Xi, et XŸ; de i. En raison des hypothèses H la pente 


Fig.2. 


On a donc simultanément : 


“JAN(LT)Xx 


DR 
[ll 


(4) 
- A(x?) x? 


7 


Par soustraction on en déduit : 
G = x2 - xl - [A(x2) x? - A(x”) xl] (5) 
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ou encore d'après la définition de «@ : 


0 = (KR) ID=u(R"rx")] (6) 


Si l'une des matrices A (x?) ou A (x!) est une matrice L, par un 


choix convenable des unités elle vérifiera P'. À fortiori & qui est ma- 
jorée par cette matrice vérifiera P' et par suite I - & vérifie P, et (6) 
n'admet donc que la seule solution nulle x? - x1= 0. 


ou : SP = SR (7) 


Nous allons tirer des conséquences plus maniables de cette pro- 
priété d'unicité. | 


1ère conséquence. 


Si, par un procédé quelconque, on trouve une solution x° au sys- 
tème (4) correspondant à un vecteur y° donné et que l'on constate que 
1 - A(x°)n'est pas une matrice L,, il y aura peut-être d'autres solutions 
x que la solution x°, mais on pourra être sûr que les matrices corres- 
pondantées ne seront pas de Léontief car dans ce cas là on a vu, consé- 
quence très intéressante en elle-même, d'après (7), que le système ne 
pouvait avoir qu'une solution. 


2ème conséquence. 


Si, quelque soit x >0, I - A,,, est une matrice L, on peut être 
sûr que le système (4) n'admet qu'une solution. 


En combinant ce résultat avec l'étude que nous allons maintenant 
entreprendre en 1.3. de la résolution du système (4), nous pourrons 
affirmer de plus que le système admet bien une solution. 


1.3/- Résolution du système y = (1- A,,,)x. 

Pour bien montrer qu'au contraire de (4), où l'on suppose trou- 
vées des solutions, nous cherchons maintenant à établir un procédé de 
résolution, nous désignerons par (8) le système : 

vi. [l.-= À lex (8) 


(x) 


Supposons que non seulement les hypothèses H sont vérifiées mais 


que de plus il existe un vecteur £ > 0 pour lequel I - A (Ë) estune ma- 
trice L. Dans ces conditions I - A (w) sera encore une matrice L pour 
tout wc, 
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(8) peut s'écrire : 

Le VitTr AUSIEE (9) 

À l'image de ce qui était possible d'après P, lorsque I - À était 
une matrice L indépendante de x nous allons étudier la résolution de (9) 
par une série d'itérations. Nous partirons de x° = y. 

Ensuite nous calculerons : 
RENTE AU) y EYE A (x°)1x° 
puis : Xe y et A (x TIixt 
et d'une façon générale nous considèrerons la suite : 
LUS A (RIS) x (10) 
Montrons que (10) converge vers une solution de (9) : 

La transformation A (x!) x est une transformation positive en ce 
sens que si x est positif, A (x') ayant tous ses éléments non négatifs 
transforme x enun vecteur positif, éventuellement positif ou nul. Avec 
les hypothèses H ceci sera vrai également des transformations a (x',x*) 
majorées par A(x') et A(x“) mais à éléments tous non négatifs. Nous 
allons en déduire que la suite (10) est non décroissante, ou encore que 
x"*1 - x" > 0 quel que soit n. 


En effet : 


xnti A x" _ A (x")x" js A (LS) x"-1 
(11) 


a (2, int) (x! à: me) 


Notre assertion sur x'"‘i- x" sera donc vérifiée, & étant positive si 
x" - x"-l vérifie la même assertion. Par voie de récurrence on se ra- 
mène donc à vérifier que : 


Lie sy AYIYEeyE À (Ty 


estnonnégatif ce qui est évident A (y) et y l'étant par hypothèse ou par 
nature. 


Donc la suite x" de (10) est non décroissante. Nous allons main- 


tenant démontrer, par l'absurde, qu'elle est bornée, ce qui nous permet- 
tra d'affirmer qu'elle converge. 
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Si en effet (10) n'était pas bornée certains des X° tendraient vers 
l'infini positif. 


Pour la clarté de l'exposé supposons d'abord que pour tout j, 


j=1,2,...q, x° tende vers l'infini. Nous pourrions alors affirmer que 
pour n never ou égal à un nombre déterminé N, x” dépasse E dans 
toutes les composantes. Mais alors A (x) serait une matrice L, ma- 
jorée d'ailleurs par A (E) pour n >N. Donc la suite divergente (10) se- 
rait majorée par la suite : 


U"*}= y + A(E)U" 


établie à partir de n = N et U"= x", et qui, elle converge d'après la 
propriété P, ; 


Nous tombons donc sur une contradiction et x; ne peut tendre vers 
l'infini quel que soit j. 


Cependant il pourrait se faire que pour une partie j, des j, Xÿ; 
tende vers l'infini, tandis que pour les j restants, que nous appellerons 


. n . . . 
ji, xj2 tende vers des valeurs finies x,,. Nous allons montrer que ceci 
est encore impossible. Il suffit de prouver que les seuls Xi] ne peuvent 
tendre vers l'infini. Or pour un j, que nous appellerons k, 


_ n=L -L — 
ie LT 2 Nr Cr D Pi tee GE 
J2 J1 


On voit qu'on peut majorer XK, : d'abord en majorant Ÿ x4,,(#55) 
j2 


par > x (x; ,) du moment que les x°° ; atteignent leur limite X;j, par 


valeurs croissantes et que, d'aprèsH,, ue ) est fonction non décrois- 
sante de x. pour tout j, ce qui nous donnera une majoration U,, i indépen- 
dante de n. 


k1j2 


Ensuite en majorant les termes de : en remplaçant, pour n - 1 


assez grand (supérieur ou égal à N tel ‘que 2. > E;), a,,;,(&° ni par 
nes ( ) qui ee LE au moins égal et en laissant d'abord pour n-1=-N 


les termes x°-"=x' mais ensuite, une fois calculée de cette façon la 
1ère majoration qui s'explicite : 


PE RTr, FAU, 2 + (13) 


N 
ki ( RESTE 


en remplaçant également les x°"? successifs par les NE successifs ob- 
tenus à partir de (13). 
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Mais (13) est encore une suite convergente car elle est de la 
forme : 


v'= (tu) + B(E)v— (14) 
où : 
1/- les vecteurs colonnes sont limités aux composantes T4: 


2/- B(È)estune matrice des lignes et colonnes j, seules, extraites 
de A (Ë), vérifiant donc à fortiori P, ou P} et par suite matrice L elle- 
même. 


Il est donc absurde de supposer que même seuls certains X°, pour- 
raient tendre versl'infini. Donc x" est non décroissant et borné. Il tend 
donc vers une limite x et comme A (x) est une matrice fonction continue 
de x, on a bien à la limite : 


LE PA ANX 


On a ainsi mis en évidence l'existence d'une solution au moins 


correspondant à y positif donné quelconque. 


Les 2 conséquences explicitées à la fin de 1.2. permettront dans 
beaucoup de cas pratiques de reconnaitre si cette solution est la seule. 


II - APPLICATION A DES PROBLEMES D'ECHANGES EXTERIEURS. 


Dans la réalité il n'est pas absurde d'admettre les hypothèses H 
de rendement croissant car il est en général extrêmement onéreux d'uti- 
liser un procédé de fabrication au-delà d'une certaine valeur C; de pro- 
duction pour laquelle il a été conçu. Sans doute en cas d'à-coups de la 
demande pourra-t-onun peu dépasser C; (jamais beaucoup d'ailleurs). 
Mais dansune programmation cohérente des productions il est hors de 
doute qu'il convient au moins pour l'étude d'une variante importante de 
considérer que C; est une limite de capacité de production au-delà de 
laquelle il convient de ne pas pousser. Si l'on peut admettre ce raison- 
nement à l'échelle d'une nation et que l'ensemble des limites C; soit 
insuffisant à satisfaire les besoins de la nation, il est en général pos- 
sible de subvenir à ces besoins au moyen d'importations. Dans ces con- 
ditions il se pose sans doute des problèmes de devises ou d'exportations 
compensatrices pour payer les importations. Mais si l'on reste sur le 
plan technique de production qui fait l'objet de notre étude, l'existence 
d'une importation du produit j à partir d'une production limite x; = C; se 
traduira par le fait que la courbe Ti, quelque soit i, se réduit pour 
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J 
(cf. fig. 3). On peut dire qu'il est 


difficile en un certain sens de 
trouver un rendement plus crois- 
sant, puisque l'accroissement de 
consommation intermédiaire est 
nul à partir de C;. De toutes fa- 
çons les hypothèses H sont véri- 
fiées et leur relative généralité, 
loin de relever d'un raffinement 
purement mathématique, se prête à une interprétation économique des 
plus concrètes et des plus courantes. L'introduction des hypothèses H 
permet alors de faire rentrer, ipso facto, dans le cadre uniforme du 
traitement de la généralisation des systèmes L, le cas des importations 
qui, dans la littérature habituelle, introduit à tant le moins des discon- 
tinuités de raisonnement. 


x;>C; àla demi droite x;,=x;;(C;) 


Sienparticulier on suppose que l'on travaille au voisinage d'un x 
tel que A (x) soit une matrice L et que l'on soit amené à considérer des 
importations éventuelles, on voit qu'il y a unicité de la solution des 
systèmes des productions et importations correspondant à une demande 
finale donnée y. On voit en particulier que s'il y a importation du pro- 
duit j il y a eu également au préalable utilisation concomitante de la 
pleine capacité C, de production de j, alors que si x, < C; iln'y a aucune 
importation du produit j. Ces remarques s'appliquent notamment dans 
le cas auquel on est souvent réduit par la pauvreté des statistiques et 
où la matrice A(x) est une matrice L indépendante de x. 


III - CONCLUSIONS. 


Les résultats exposés constituent des théorèmes d'existence de 
solutions de systèmes économiques à rendement croissant jusqu'ici peu 
explorés du point de vue mathématique. 


La procédure d'itération exposée en 1.3. est parfaitement ap- 
plicable en pratique dans des calculs numériques soit à la main, soit 
par machine. Il est d'ailleurs évidemment possible, à partir des ma- 
jorants introduits de trouver des limites supérieures du nombre d'ité- 


rations nécessaires à la résolution à une approximation donnée, au 
moins dans certaines zônes d'existence des x". 


Mais de plus si l'on utilise d'autres procédés de résolution de 
ces systèmesil sera souvent très précieux de combiner les théorèmes 
d'existence reconnus avec les propriétés peut-être plus intéressantes 
du point de vue calcul rapide de ces autres procédés de résolution, 
mais propriétés dont l'affirmation s'appuie souvent sur l'existence de 
la solution. Nous espérons d'ici quelque temps mettre au point certaines 
études en cours à ce sujet. 
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DISTRIBUTIONS DES VALEURS EXTRÊMES 
EN PLUSIEURS DIMENSIONS 
M. Émile J. GUMBEL 


Soient 
(1) DURE PC (17 E (y) 


deux fonctions de probabilités à une variable. Alors on obtient une fonc- 
tion de probabilité F(x, y) à deux variables telle que les fonctions F (x) 
et FE (y) soient marginales en posant pour m2 1 


(2) EME EVE "Po POESIE (T)7 


De même on obtient une fonction de probabilités P(x, y) pour des va- 
leurs surpassant x et y telle que P(x)et P,(y) soient marginales en po- 
sant pour m2 1 


(2°) ASP TS CRC S PC EMTENOS PSN 
Les variables x et y sont indépendantes pour m = 1. 
La relation entre P (x,y) et F (x, y) est 

(3) A0 se et GS A 60 ES En à) 


Les systèmes (2)et(2') peuvent être utilisés pour la construction 
de distributions asymptotiques et stables de valeurs extrêmes dépen- 
dantes ou non, Ce problème a été étudié par M. Finkelstein [1] pour 
les plus petites et par M.J. Tiago de Oliveira [5] pour les plus grandes 
valeurs. Mais ces solutions contiennent des fonctions w (x, y) et k (y-x) 
des deux valeurs extrêmes dont les propriétés sont connues, mais dont 
la forme analytique n'est pas connue. M. Geffroy [2] a donné une so- 
lution plus générale qu'il a étudiée en l'espèce pour une des trois distri- 
butions asymptotiques des plus grandes valeurs. 


Pour obtenir une solution générale nous écrivons d'abord [3] les 


trois fonctions de probabilités asymptotiques et stables. & ,, des plus 
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À dE 
grandes et ne des plus petites valeurs, où ns est la probabilité d'une 


valeur supérieure à x et À = 1, 2, 3. 


(1) 


(4. 1) -log®,,, =e 0m < x <@,— 108 1: = EN -OL<Ix CO 
(4.2) -log hs x-tiim> 00: logis, =(=x) 1x <10 
(4.3) - log 2? =(- x); x< 0. - log? 2x 07x00 


(x) 


où k >0. Ces distributions sont appelées stables parce que la distri- 
bution du maximum de la plus grande valeur et du minimum de la plus 
petite valeur sont les distributions des extrêmes elles-mêmes sauf 
pour une transformation linéaire de la variable. 


Les substitutions des & au lieu de F et des I au lieu de P dans 
les systèmes (2) et (2')}, conduisent aux six fonctions de probabilités à 
deux plus grandes valeurs données par : 


EN m m À m 
(5) [- og 8 | = [ -10801! | + [1088 | 


et aux six fonctions de probabilités à deux plus petites valeurs données 
par : 


ERA LE de à [rm 
(6) |- og ni | = [- log | | og 1 | 


où k,À = 1, 2, 3. Les trois cas k= À conduisent à des fonctions de pro- 
babilités de valeurs extrêmes, homogènes, où les probabilités margi- 
nales sont du mêmetype (1,1), (2,2), (3,3). Les trois cas k f À condui- 
sent aux fonctions de probabilités des valeurs extrêmes non-homogènes 
où les probabilités marginales appartiennent à des types différents 
(1,2) (1,3) (2,3). De nouveau le cas m=1 conduit à l'indépendance qui 
a été étudiée dans une note précédente [4]. Les fonctions de probabili- 
tés (5) et (6) sont stables parce que la multiplication des logarithmes 
dans le premier membre par n conduit à une transformation linéaire 
des variables x et y dans le second membre. Le cas le plus important 
semble être (1. 1) à savoir 


(M bey)= exp [- (ee JON] ; TT! (x, y)= exp [-(eN Fe) 
Le cas m=2, k= À =2 dans la formule (5) est celui de M. Geffroy [2]. 


Les systèmes (5) et (6) peuvent facilement être généralisés à n 
dimensions. Dans ce but on n'a qu'à remplacer la somme de deux va- 
leurs en (5) et (6) par celle de n valeurs. On obtient ainsi des distri- 
butions asymptotiques et stables des valeurs extrêmes en n dimen- 
sions. 


173 


BIBLIOGRAPHIE 


(1] FINKELSTEIN, B. V. - Distribution limites des valeurs extrêmes 
aléatoires en deux dimensions (en Russe), Doklady Akademii 
Nauk SSSR, 91, n° 2 (1953). 


[2] GEFFROY, J. - Contribution à la théorie des valeurs extrêmes 
Thèse de l'Université de Paris, 1958. 


[3] GUMBEL, E.J. - Statistics of Extremes, Columbia University, 
New York, 1958. 


[4] GUMBEL, E. J. - Fonctions de probabilités à deux variables extré- 
males indépendantes. C.R. As. Sc., t. 246, pp.49-50, Paris, 
1958. 


[5] TIAGO DE OLIVEIRA, J. - Extremal distributions, Rev. Fac. 
Cien, Lisboa, A. Vol. VII, Fasc. 2°, pp.219-228, 1959. 


TARA 


«an u@ = dt . MES 2 LUI ) 


il rai turse  dh re 
none ce Te AP 0m 


f a? sim t a") ? à OT TIQ EE 
M erdrüvip tt) db « CT 


senadtét. © «Rd tfitéttié 
to Ë ami = 


> AT ant s UT 16408 Par: 
A 1Orregée els at. 
oz 
ù . Fev "g . 
. d ALL à TR h zu es 


O7 rodéss MOT 


{ 
sw 


— 
D. L 
[PT 
. 
D LE 
3, = 
£ ve re 
ve 
ï ‘2 
nl an 
En 
è 
me V . Re 
“ 
0 u à au 
e 
* 
» pie te te 
= 
4 


——— 
Ï e L. 106 étre 
: Den i à Ad cap. 
. - 5. © “tie né) 
— 4 ré, ete tiets d 
x 
L L 7 ( 


175 


LES FONCTIONS EXTRÊMES DE LA CLASSE 
DE FRÉCHET À 3 DIMENSIONS 
Giorgio DALL'AGLIO 


Comme onle sait, la classe de Fréchet des fonctions de réparti- 
tion double possède une fonction maximum et une fonction minimum, 
mais en passant à trois et à plus de trois dimensions, on a toujours la 
fonction maximum, tandis que la fonction minimum dela classe n'existe 
pas, en général. 


Cette note va présenter quelques considérations sur le changement 
de structure qui, dans le passage de deux à plus de deux variables, fait 
perdre cette caractéristique importante. De plus, elle donnerà une 
condition nécessaire et suffisante pour qu'il existe dans la classe de 
Fréchet à trois dimensions une fonction de répartition minimum. 


I - PRELIMINAIRES - 
Etant données deux fonctions de répartition simple $,{x) et 5, (y) 
on appelle classe de Fréchet l' (3, ?,) associée aux deux fonctions don- 


nées la classe des fonctions de répartition double S(x, y) qui admet- 
tent 3,(x) et 5,(y) comme fonctions de répartition marginales. On a 


ainsi : 
lim @(x;y) =02(y) etuulim(x,y)= 8,(x) (1) 
x >+00 y >+o 


Les fonctions ® (xy) de l' (5, #,) satisfont aux conditions 


max[®,(x) + ®,(y) - 1, 0]<5(x, y) < min(S, (x), &(y)] (2) 


et les deux fonctions obtenues en plaçant le signe d'égalité respecti- 
vement à gauche et à droite 
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&°/(x, y) = max[® (x) + ®,(y) - 1, 0], 5°? (x, y).= min [$,(x), 3,(y)] (3) 


sont encore des fonctions de répartition, et représentent la fonction 
minimum et la fonction maximum de la classe de Fréchet(1). 

En passant à trois variables, on définit encore comme classe de 
Fréchet FT (& %, 2 ) la classe des fonctions de répartition triple (x, y, Z) 
qui possèdent $, (x), ,(y) et 8, (z)comme fonctions de répartition mar- 
ginales, telles que l'on ait : 


lim® (x, y, z) = ®,(z), Jima(x, Y, Z) = SL, (y}, ARE Y, Z) = S,(x) (4) 
y >+o RTS ne 


Elles satisfont aux limites : 
max(3, (x)+ 3,(y) + &,(z)- 2, 0] < @ (x, y, z) < min[®,(x), &, (y), &,(zW(5) 
La fonction 
B'T'(x, y, z) = min[B(x), &,(y), $,(z)] (6) 
est une fonction de la classe l(8,,%, , 3,) tandis que la fonction 
8 (x, y, z) = max(®,(x)+ 2,(ÿ)+ (2) - 2, 0] (7) 


n'est pas en général une fonction de répartition. En conséquence, la 
classe D (2, 2,9,) a toujours une fonction maximum, mais n'a pas en 
général de fonction minimum (en ce sens qu'en chaque point elle est 
inférieure ou égale à toutes les fonctions de la classe)(2), 


On voit donc qu'en passant de deux à trois dimensions, la classe 
de Fréchet perd l'une de ses propriétés, celle d'avoir une fonction mi- 
nimum. Nous nous proposons d'examiner sur la base de quelles consi- 
dérations on peut justifier un tel changement de caractéristiques. 


II - CARACTERISTIQUES DES FONCTIONS EXTREMES DANS LE 
CAS DE DEUX ET DE TROIS DIMENSIONS - 


Pour mettre au clair les propriétés des fonctions de répartition 
maximum et minimum dans la classe de Fréchet à deux dimensions, 
rappelons-nous que la première rend maximum la corrélation entre 


2 


(1) M. Fréchet : "Sur les tableaux de corrélation dont les marges sont données"! 
Annales Univ. Lyon, (1951). 


(2) R. Féron : "Sur les tableaux de corrélation dont les marges sont données, 
cas de l'espace à trois dimensions". Publ. Inst. Stat. Univ. Paris, vol.V. 
fasc.I (1956). 
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les deux variables, etla seconde au contraire la rend minimum (c'est- 
à-dire grande en valeur absolue, mais négative). 


Ces deux résultats sont, en fait, conséquence l'un de l'autre, 
parce que de la fonction maximum on passe à la fonction minimum et 
vice versa, par un changement de signe sur l'une des variables. Cette 
propriété - déjà implicite dans l'œuvre de Salvemini pour ce qui regarde 
les tableaux de ‘'cograduazione et contrograduazione"'(1) - se démontre 
immédiatement en revenant à la définition des fonctions de répartition. 


Dans ce but, considérons à côté des variables aléatoires XetY 
la variable aléatoire U = -X dont la fonction de répartition est: 
Y(u) = 1 -2,(-w ). 


A la fonction de répartition ® 7 (x, y) maximum dans la classe 
Tr (®, 3,) correspond alors la fonction : 


VU V) = EP IODIU Se MIN <Y) = PTODI XL CU, Y'<y;s 


EPTOobPÉXE eu, Ve y} = Prob PIS Prob EC SE Uu, Va Sy} 


= ,(y) -2'"(-u*, y) = $,(y) - min(d,(-u‘}, &,(y)] = 


&,(ÿ) - min[1 - Y,(u), ®,(y)] = &,(y) + max[Y,(u) - 1, 8,(y)]= 


max{[% (u) + & (y) - 1, 01 Sy fu, y) 


c'est-à-dire la fonctionde répartition minimum dans la classe l(Y, ®, ). 


Ilest alors évident que,si la première fournit la corrélation ma- 
ximum entre y et x, la seconde donnera la corrélation minimum entre 
MACLUEIX. 

En passant au cas de trois dimensions, la fonction maximum 
d'l/(x, y, z) a comme fonctions de répartition double marginales les 
trois fonctions maximums D (x, y), 2. (x, z) et cN (y, z). Ainsi, il 
leur correspondla corrélation maximum entre les trois variables pri- 
ses deux à deux. D'une façon analogue, à la fonction minimum ®°/(x,y,z), 
si elle existait, devrait correspondre la corrélation négative maxi- 
mum entre les variables prises deux à deux. 

Mais la coexistence des trois corrélations maximums négatives 
est difficile à admettre, d'un point de vue intuitif. On serait porté à 
penser le contraire, que si deux variables x et y ont toutes les deux la 
corrélation négative maximum par rapport à une troisième variablez, 


elles doivent avoir entre elles la corrélation positive maximum. 


(1) En fait, les tableaux de "cograduazione e contrograduazione'" s'obtiennent 
par le même procédé, mais en partant de deux sommets contigüs.T. 
Salvemini : ‘Sugli indici di omofilia”. Atti I Riunione della Soc. Ital. di 
Statistica (1939). 


178 Giorgio DALL'AGLIO 


Cela, comme nous le verrons par la suite, n'est pas vrai en gé- 
néral, mais il est vrai sous certaines conditions assez larges. Une 
condition suffisante est que la fonction de répartition 8, (2) prenne toutes 
les valeurs 1 - ®, (x) ou toutes les valeurs 1 -®, (z); ce qui arrive né- 
cessairement, par exemple, si la fonction 2, (z) est continue. 


De ces considérations résulte clairement l'impossibilité qu'il 
existe en général une fonction minimum dans la classe de Fréchet à 
trois dimensions. D'autre part, le procédé utilisé pour les fonctions 
de répartition double, de changer le signe de l'une des variables, con- 
duit ici à des résultats différents. En effet étant données trois varia- 
bles corrélés positivement deux à deux, si on change le signe de l'une 
d'elles, celle-ci sera alors corrélée négativement à chacune des deux 
autres. Mais ces dernières continueront à être corrélées positivement 
entre elles. On n'arrivera donc jamais par ce procédé, à passer d'une 
fonction de répartition maximum à une fonction de répartition minimum 
pour la classe de Fréchet des fonctions de répartition triple, même 
dans les cas où cette dernière existe. 


IT - LE POINT DE VUE DE LA DISPERSION - 


Aux considérations développées jusqu'à présent, on peut en ajou- 
ter d'autres quise rapportent à la question d'un point de vue différent. 
Dans ce but, rappelons d'abord quelques résultats relatifs aux moments 
de (x, y) par rapport à une droite du plan. 


Le moment d'ordre r par rapport à la droite y = x est la moyenne 
de la puissance r ième de la distance d'un point aléatoire à la même 
droite, c'est-à-dire : 


M-(31 = f J'y - xl dt (>1) (8) 
I1 prend la valeur minimum dans la classe de Fréchet pour la fonction 
maximum D? (x, y) et la valeur maximum pour la fonction minimum 
æ'°/(x, y). Les résultats s'intervertissent si l'on considère le moment 
M}[$] par rapport à la droite (orthogonale à la première) y = -x : 


M°[5) -f [iv + x ax, y) (Et het) 


ee —-O e-o 


En effet, il prend la valeur minimum pour #(x, y)=@œ "(x y) etla 
valeur maximum pour 3(x, y) =®!1/(x, y}(1). 


(1) G. Dall'Aglio : "Sugli estremi dei momenti delle funzioni di ripartizione 
doppia". Annali della Scuola Normale Superiore di Pisa, Scienze, S. Ill, 
vol. X, fasc.1-2 (1956). 
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Ce changement de rôle des fonctions extrêmes trouve son expli- 
cation dans le fait connu par ailleurs que l'une dérive de l'autre par 
un changement de signe dans l'une des variables. 


Maintenant, les moments M{®] et M! [S]peuvent être considé- 
rés comme des mesures de dispersion, relativement à la droite VIEIX 
et à la droite y = -x. Avec cette interprétation, les résultats obtenus 
précédemment peuvent s'exprimer sous une autre forme : 


a) La fonction minimum “Ro (X, y) caractérise la distribution 
qui, pour une même distribution marginale, a la dispersion maximum 
par rapport à la droite y = x et la dispersion minimum (ou, en d'autres 
termes, la concentration maximum) par rapport à la droite y = -x; 

b) La fonction maximum 5‘? (x, y)au contraire, correspond 
à la distribution dont la dispersionest minimum par rapport à la droite 
y = x et maximum par rapport à la droite y = -x. 


Les deux fonctions extrêmes ont donc de ce point de vue le même 
rôle, à condition de changer la droite y = x avec la droite y = -x. 


00000000 


Il est évident que ces résultats ne peuvent pas être conservés 
lorsque l'on passe à la fonction de répartition triple. En effet, dans 
l'espace à trois dimensions, l'espace linéaire orthogonal à une droite 
n'est plus une droite, mais un plan, et alors la fonction maximum de la 
classe de Fréchetet la fonction minimum, si elle existe, ont par rap- 
port aux effets de la dispersion une signification essentiellement 
différente. 


Adoptons encore comme mesure de la dispersion les moments, 
relativement à la droite r d'équation : x = y = z etrelativement au 
plan n quilui est orthogonal, d'équation x + y + z = 0; et, pour la sim- 
plicité des calculs limitons-nous alors à l'étude des moments du second 
ordre. 


La distance d, d'un point (x, y, z) à la droite r, est donnée par 
un calcul facile par : 


De 2 232 Co ra D Ne ou te 
Ko 3 3 3 


12 


Je] 


1 2 
: (2x2+2y2+ 222 - 2xy - 2xz - 2yz) = Lx-yY +{x-2) +(y-Z 
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et alors le moment d'ordre 2 relativement à la droite r que nous conti- 
nuerons de représenter par M,[$] est donné par la relation 


e -0,/-0 


M, [9] = E(d;) = nl | (x - yYdD,,(x, y) + 


2 + © 1 0 /» © 
| | -2Ya8, 0% 2)+3] | (y-2)d®,,(7:z) (10) 


la distance d, au plan ñ est donnée par : 


dé=R(x?+y?+22 + 2xy + 2x2 + 2yz) = 


= x +y2+2? - : (2x?2+2y2+ 2z? = 2xy = 2xz - 2yz) = 


= XV Ze Lo d 
donc, pour le moment d'ordre 2,M! [® ],relativement au plan x on a: 
M![3] =E(d) = E(x”) + E(y”) + E(z) - E(d)=k-M,[®] (11) 


où nous désignons par k la somme des trois termes qui ne dépendent 
pas de l'association des trois variables, mais seulement des fonctions 
de répartition simple. 


En conclusion, si nous voulons mesurer la dispersion par les 
moments d'ordre 2, nous obtenons encore ce résultat qu'à la disper- 
sion maximum par rapport à la droite r correspond la dispersion mi- 
nimum, ou la concentration maximum, par rapport au plan. 


Par la relation (10), on voit immédiatement que le minimum de 
la dispersion par rapport à la droite r s'obtient par l'intermédiaire de 
la fonction de répartition maximum ®'l/{x, Y, Z) qui rend maximums 
les trois fonctions de répartition double marginales et donc rend si- 
multanément minimums les trois termes à droite. 


À la concentration maximum par rapport à la droite x = y =2, 
correspond aussi la concentration maximum sur les trois plans de co- 
ordonnées par rapport aux projections de la même droite. 


De la même manière, si la fonction minimumexiste, on a sur les 
trois plans de coordonnées, la concentration maximum relativement 
aux droites x=-y, x = -z, y = -z. On devrait avoir en conséquence, 
dans l'espace à trois dimensions, la concentration maximum par rap- 
port à la droite qui aurait comme projections sur les trois plans de 


LES FONCTIONS EXTRÊMES DE LA CLASSE DE FRÉCHET À 3 DIMENSIONS 181 


coordonnées les trois droites données. Une telle droite, sauf dans des 
cas limites, n'existe pas, puisque des deux premières équations ré- 
sulte, contrairement à la troisième, YA Z. 


En substance, toujours en se reportant aux moments du second 
ordre, à la fonction maximum correspond la concentration maximum 
par rapport à une droite, et à la fonction minimum la concentration 
maximum par rapport à un plan. À cette différence essentielle on peut 
rattacher les diverses propriétés d'existence des deux fonctions. 


IV - EXISTENCE DE LA FONCTION MINIMUM - 


Des considérations faites précédemment, il résulte que l'exis- 
tence d'une fonction minimum doit être liée à des conditions très par- 
ticulières. Pour préciser de telles conditions, il est opportun de se 
reporter à quelques résultats sur la compatibilité des fonctions de ré- 
partition double(1). 


Trois fonctions de répartition double $, (x, y), 2, (x, z), et 
2,0; z) sont dites compatibles s'il existe une fonction de répartition 
triple qui les admette comme fonctions de répartition double margi- 
nales. Fixons arbitrairement deux fonctions de répartition double 
2,,(x, y) et ®.,,(x, z) satisfaisantes à la condition : 


no lx sy} =1lim 3,,(x, Z) (12) 
V2 Z-> © 


les fonctions de répartition double &,,(y, z) compatibles avec elles 
forment une classe C ÉE ]. Une telle classe,qui peut être réduite 
à un seul élément maisn'est jamais vide, est un sous- ensemble de la 
classe de Fréchet T(3, 3), et a une fonction minimum d;; (y, z) et une 
fonction maximum &; ce z) qui peuvent coincider. 


Dans le cas particulier où les fonctions %.,,(x, y) et 3; (x, z) sont 
toutes les deux minimums dans la classe de Fréchet, c'est-à-dire 
quand on a : 


2, 


max [®,(x) A 3, (y) = il: 0] 


y) 


2,,(x y) " 


D,,(x, 24) Dix; Z)) max (5, (x) + >; (z) <el® 0] 
la fonction maximum de C[#°° D À coincide avec la fonction De (Y z) 
25 (y, z) = Si (y, Z) = min(®, (7), 3; (z)] 


la fonction minimum (2 (y, z),au contraire,aux points (x, y) pour les- 
quels existe une valeur x, telle qu'il soit : 


182 Giorgio DALL'AGLIO 


1 -®, (y) _ 
®,(X) < < D (x) (14) 
1 -,(z) 
est donnée par : 
pe (7, Zz) = max [,(x) A ®, (y) à ®,(z) r rl © ®,(x*)] (15) 


tandis qu'aux points où la relation (14) n'estpas satisfaite, elle coïnci- 
de avec Dr3(Ys z); c'est-à-dire : 


De 


23 = min[®, (y), 3,(z)] (16) 


Les résultats rappelés ci-dessus nous permettent d'établir un 
théorème sur la compatibilité des trois fonctions de répartition mini- 
mums. Nous représentons par x, la limite inférieure des valeurs de x 
pour lesquelles $ (x) > 0, c'est-à-dire qu'on a, pour €e>0,3, (x,) = ®,(x;) = 0; 
D(X +te)>0. Nous désignerons ensuite par x, la limite supérieure des 
valeurs de x pour lesquelles 3 (x) <1, c'est-à-dire qu'on a, pour € > 0: 
BR -E)<1; B (x) = 1. 

En raison des caractéristiques des fonctions de répartition, x. et 
x, existent toujours, pouvant au plus devenir, respectivement, + et - 
cas dans lequel pour x fini on aura 0 <®, (x) < 1. 


De la même manière, nous définissons les valeurs y, ety,, 2retiz 
Nous démontrons alors le théorème suivant : 


THEOREME I - 


Pour que trois fonctions de répartition double minimums soient 


compatibles, il est nécessaire et suffisant que soit vérifiée une des 
deux relations : 


Dix) + ®(y1) + D (z1) > 2 (17) 
ou 
B1(X2) + D(Y2) + D,(22) < 1 (18) 


Soient trois fonctions de répartition double minimums compa- 
tibles. Après avoir choisi de façon arbitraire deux des plans de coor- 
données, par exemple (x, y) et (x, z), et après avoir rendu minimums 
les fonctions de répartition relatives 3.,(x, y) et &.(x,z), la fonction : 


3 


Note (1) de la page précédente. 


(1) Dall'Aglio : "Sulla compatibilità delle funzioni di ri partizione doppia''. Rendi- 
conti di Matematica, vol. 18; fasc. 3-4 (1959); en particulier le théorèmeIX . 
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(y, z) = max[®,(y) + ®,(z) - 1, 0] (19) 


doit appartenir à la classe C(2:.: 2! ] et par conséquent coïncider avec 
la fonction minimumde C CLIN Done, pour démontrer le théorème, 
il suffit de démontrer que Ta validité des relations (17) ou (18)est une 
condition nécessaire et suffisante pour que la fonction ® A (Fe z) (donnée 
par la relation (19)) coincide avec D,(Y; z) (donnée par la relation (15) 
ou par la relation (16), selon que (14) soit réalisée ou non). 


Démontrons d'abord que la condition est nécessaire. 


Si l'une des deux fonctions ®, (y) et ®, (z) est égale à 0 ou 1, la 
relation (16) coïncide avecla lon (io). Nous devrons donc nous oc- 
cuper seulement des points (y, z) pour lesquels on a : 


0 < &, (y) << et 0 < 8,(2) <1 (20) 


En ces points, ona toujours : max[® AUS, (2) nt OJ< min[®, (y), 3 (2)] 


et pour qu'on puisse obtenir l'égalité entre CPE ÿ A) © 3,, (y, z), cette 
dernière fonction doit prendre la forme (15); on doit avoir, donc : 


max{(#, (F7) 3e 3,(2) li 0] = Max [&, (x) Le 2, (y) +9, (z) Fr 1 ne ®, (x°)] 
(21) 


il est nécessaire qu'on ait &,(x) = O0 ou bien #,(x*) = 1. En effetsi 
D, (x°) # 1, le second membre de la relation (21)est différent de 0; alors 
le premier membre doit l'être aussi et sera égal à 3, (y)+ 3, (A eme 
En outre pour avoir l'égalité, il est nécessaire que : 


&, (y) + &,(z) - 1> ®, (x) + 8, (y) + 8,(z) - 1, ou (x) = 0 
En d'autres termes, x doit être ES à = ou à x. Dans le pre- 
Hier Cas, On 21 D (x) =10,(x) =0, D (K)=2 (x x;) < 1 (autrement la 
variable x prend la seule valeur x.), A: ons en raison de l'égalité 

(21), on doit-avoir : (y) + 3, (ZT 1 Ex") c'est-à-dire : 
3, (x) + ©, (y) + D,(z) >2 (22) 

Dans le second cas, on obtient de la même manière : 

&, (2) +8, (7) + (2) <1 (23) 
Alors, pour qu'on ait partout ds (, Zz) = or (y, z), en tout point 


(x, y) satisfaisant à la relation (20), on doit avoir les relations (22) 
ou (23). Mais celles-ci ne peuvent exister simultanément en deux 
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points différents; en effet, s'il y avait : 
2 H+Ba)<1-8, (x) By") +2,(2") > 2 - &, (x) 
on aurait : 
2,(y') + 8,(2") < 8,(y') +8,(z')+1< 2 -,(x)<2 - B(x1) 
&,(y')+2,(2") > 8,07") +8,(2")- 13 1 -5, (x) > 1 - S(x2) 


et donc au point (y', z'')}, on n'aurait ni la relation (22) ni la relation 
(23); mais on aurait : 2L/(y',.z") # 2:,(y!, 2). 


En conclusion, pour qu'en tout point on ait la relation (21) ou,ce 
qui est la même chose, pour qu'on ait partout 12 (2562) = à; (7, 2) 
ou bien on doit avoir la relation (22) pour tous les points satisfaisant 
à la relation (20),et on obtient alors la relation (17); ou bien pour les 


mêmes points on doit avoir la relation (23)et on obtient (18). 


Nous avons ainsi démontré que la condition est nécessaire; dé- 
montrer qu'elle est suffisante est immédiat. 


Limitons-nous encore à la considération des points (y, z) pour 
lesquels s'applique la relation (20), pour les autres points l'égalité 
étant toujours vérifiée. Si la relation (17) est vérifiée, aucun des 
trois termes du premier membre ne pouvant être égal à 1 (sinon 
on aurait une variable qui prendrait une seule valeur), on aura en tout 
point : D (xi)+®8,(y)-1 >1- 8,(z;)> 0 et B,(x;)+ B,(z)-1> 1- D (y1) > 0 
et donc la relation (14) s'applique avec x = x,. La fonction d,(Y; Z) 
pour la relation (15) devient alors D, (y, z) = max[®,(y) +®,(z) - 1, 
1-œ,(x1)l; mais en raison de (17):&,(y)+3,(z)-1 > 1- &{(xi) > 0 etalors: 


Dsl, z) = max (8, (y) + D(z) - 1, 1 - Di(xi)] = B,(y) + 8,(z) - 1 = 
= max/[?, (y) + d; (ZNEMMOUIEE Ba (y, Z) 


Le raisonnement est analogue si on a la relation (18). Le théo- 
rème est ainsi démontré. 


00000000 


Nous pouvons maintenant démontrer facilement le critère suivant 
pour l'existence d'une fonction minimum. 
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THEOREME I - 


Pour que dans la classe de Fréchet àtrois dimensions r(S, &, 3, ) 
existe une fonction minimum il est nécessaire et suffisant que . Ver 
rifiée une des deux relations (17) ou (18). 


Pour démontrer que c'est une condition nécessaire, nous nous 
reportons au théorème. S'ilexiste une fonction minimum ® ‘°’(x, y, z), 
ses trois fonctions de répartition double marginales doivent être néces- 
sairement minimums dans les classes respectives de Fréchet. Sup- 
posons en effet qu'elles ne le soient pas, et que l'on ait, par exemple, 
en un point (x, y): lim DUR VS 2) DOM, eV): 


Considérons alors la fonction '(x, y, z) = 29 /(x, Y)8,(z); elle 
appartient à la classe J'(5 ® £.). Pour une valeur de z assez grande, 
on a:®'°/(xyz)> ® 7) (x, y)>00, (x, y) B,(z) = S'(x, y, z). C'est con- 
traire à l'hypothèse que la fonction 3 (x, y, z) soit minimum dans la 
classe T (5, 5, 2). 


Alors, pour que dans la classe l(5, 3, 3,) existe une fonction mi- 
nimum, il est nécessaire que les trois fonctions de répartition double 
minimums soient compatibles, et donc, en raison du théorème I,que 
soit vérifiée la relation (17) ou (18). 


Il est opportun de remarquer que les conditions (17) et (18) sont 
strictement reliées par la symétrie que nous avons déjà notée. Si, en 
effet, on change simultanément de signe les trois variables, les fonc- 
tions de répartition double marginales minimums se transforment en 
fonctions qui sontencore minimums, et alors la fonction de répartition 
triple minimum se transforme en une fonction minimum. D'autre part, 
à cause des propriétés des fonctions de répartition simple, la relation 
(17) se transforme en (18) et vice versa. En effet, après avoir posé : 
u=-x, v = -y, w = -z les fonctions de répartition de u, v, et w sont 


données par : 
tone eo, (0) Pete DEV PAMPNPRALREMES(EW) 


Ona'enoutresmus MERS UN EVE nez etdonc pa (1) 
AU) EAN (VER (wi) <t c'est-à-dire la relation (17) pour 
les variables u, v, Ww. 


Nous pouvons donc, dans cette seconde partie de la démonstra- 
tion nous limiter à l'étude de la relation (17) : une fois la démonstra- 
tion faite avec elle, il en résultera que la condition suffisante sera 
démontrée avec un changement de variables pour la relation (18). 
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Montrons maintenant que, si l'on admet (17) la classe (3%, æ, &) 
contient la fonction 3° {x,y, z) définie par la relation (7) 


D'(x, y, z) = max[d,(x)i+ (y) + D,(z) -2;°0] (24) 

Alors pour la relation (5) elle sera la fonction minimum de T (3, ®&, &). 
Il est évident que la fonction (24) a comme fonctions de réparti- 

tion simple marginales &,(x), B,(y)}, ®,(z). En outre pour n'importe 
laquelle des trois variables tendant vers -« la fonction tend vers 0. Il 
suffit donc de démontrer que sa variation triple ne peut jamais être 


négative. 


Deux points étant fixés,(x', y', z') et (x", y", z''},avec x! < x" 
",z'< z'', une telle variation triple est : 


NOR 
APS x, yzl= mario, (x ) +@,(Y | +021) 2,01 
= max(9,(x)+21(Y)+0,(7) 2,0] 
- max [9,(x") +{y') +&(z") - 2, 0]- 
- max [3,(x') + D,(y") + 5,(z") - 2, 0] + 
(25) 
+ max (8, (x") + 2,(y'}) + D,(2') - 2, 0] + 


+ max[3,(x') + &(y")+ &(z') - 2, 0] + 


+max(®,(x') + &,(y')+ 5,(2") - 2, 0] - 
- max(®,(x') +%,(y')+ &,(z') - 2, 0] 
En se basant sur (17), en chaque point (x, y, z) avec D,(x) > O 


D (Y)E 20, D,(Z) > 0, on a: 5,(x) + 5,(y) + 3,(2) - 2 > 0 et enuntel point 
il en résulte : 


max(5,(x) + 2,(y) + 5,(2) - 2, 0] = D,(x) + 3,(y) + 5,(z) - 2; (26) 

tandis que si l'une au moins des trois variables s'annule, il en découle : 
max[®.,(x) + B,(y) + 3,(z) - 2, 0] = 0 

Donc, si 3,(x') = 0,on doit avoir encore : 5,(x') = 0 et tousles 

termes du second membre de la relation (25) s'annulent, et il reste : 


437510) (x, y, z) = 0. On peut dire la même chose pour %,(y'') et NCA 
Supposons alors ces trois valeurs différentes de 0, et considérons 3,(x!) 
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®&,(y') et ®,(z'). Si ces trois valeurs sont différentes de 0,pour tous 
les termes du second membre de(25) onalarelation(26}), et la somme 
est nulle; si l'une d'entr' elles est nulle, les quatre termes qui le con- 
tiennent, au second membre de la relation (25), s'annulent, tandis que 
les autres prennent la forme (26), en donnant encore une somme nulle. 


Si, d'ailleurs, deux des trois valeurs sont nulles, par exemple 
2 (x')et 2,(y'), au secondmembre de (25) seulement les deux premiers 
termes prennent la forme (26)et on a:A°?/3'"°/(x,y,z)= 3(z")- ,(z1) >0; 
finalement si les trois valeurs sont toutes nulles, on a : 


Wat 0) (x, Y, z) = ®.(x"") + 2,(y"') E 2,(z") £ 2 > 0 


On a ainsi démontré que la relation (17) est une condition suffi- 
sante. 


00000000 


Examinons brièvement les caractéristiques d'une fonction de ré- 
partition minimum. Nous pouvons, en raison des considérations déjà 
faites nous limiter à une seule des deux conditions, par exemple, à la 
condition (17). 


Sous une telle condition, comme on le voit par le développement 
de la démonstration, la variation triple peut être différente de 0 seu- 
lement quand ®,(x"), 2,(y"), 2, (z") diffèrent de 0, et aux moins deux 
des trois valeurs ®,(x'), ®,(y')}, ®,(z') sont nulles. 


Mais en raison de la définition de x,, la condition $,(x) = 0 est 
équivalente à x <x ; il en est de même de y, et z,; donc si les trois 
valeurs sont nulles on a : 

et cr UE OR Pen A ARTS 207 
Si, au contraire, sont nulles deux d'entre elles, par exemple les deux 
premières on a : 
1 11, t 11, û n 
MR RE PE A 0 US UE ZE Ze 

Dans le premier cas, l'intervalle tridimensionnel sur lequel est 

calculée la variation contient le point (x, y, z); dans le second cas, au 


contraire, il contient une partie de la demi-droite d'équation : x = x,, 
y = y, avec des valeurs de z plus grandes que Z;. 


En général, en tenant encore compte de la relation (18), nous 
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pouvons conclure que la fonction minimum dans la classe de Fréchet à 
trois dimensions, quand elle existe, correspond à ‘une distribution dont 
le support appartient aux trois demi-droites issues du PORT (LPS eZ) 
et parallèles aux axes de coordonnées et de même sens, ou à une dis- 
tribution dont le support appartient aux trois demi-droites issues du 
point (x,,y, ,z,)et parallèles et de sens opposé aux axes de coordonnées. 
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